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æ�ôhõRòtèhg]æ?çTðaè�ñWì!ê?ó6óKõRïRî�ñTðbêtï_å¾æ?åeåTêDîjðbæ]ñdè�ö¯ý�ðañTô�ñTôRèjí ý¾æ?å óKê?õRïRö��|ø¾êtïRåeè�ihõRè�ïhñTëaì?÷_çTèj�
åTèjæ?çTî¦ôÈêtï åTí¯æ?ëaë$âwã�ä�å)ô æ?åK�@èjèjïÇè�ëbèjîÀñdè�öÇæ?å ñdôRè4åeîjðaèjïrñdðlk îm�RçeèXæ?ÿrñdô_çTêtõRò?ôÈê]ó�ñTôRè
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v ïRèÎí¯æ�weêtç�î¦ô æ?ëbëaèjïRò?è ðbå�ñdêxkRïRöEîjêtí�í�êtï é æ¸ñTñdè�çTïRåËðbïEâwã�ä�å�åTðaïRîjè�ñdôRèÀì åTõ_ò%�
òtèjå~ñ!óKõRïRî�ñTðbêtïRæ?ë�åTðaí¯ðaëZæ?çeðañTðbèjå�ê?ówñdô_èjåTè�í�êtëbè�îjõRëaèjå��zy êtç;ñdôRðaå4éRõRçeé�êtåeè?÷�êtï_è�ôRæ?å4ñdê
ðbï�gtè�åeñTðbòræ]ñTè�ïRê?ñ4ê?ïRëaìÂåTè0iDõ_èjïrñdðbæ?ë�óKèXæ]ñTõRçTè�åj÷{�_õ_ñ�æ?ëbåeê åeñTçTõRîÀñdõRçTæ?ë¾óKèXæ¸ñdõRçeèjå;óKêtçÆñTôRè
óKêtëbëaêný�ðbïRò�çTèXæ]åTêtïRå0�|y$ðaçTåeñj÷Ræ;í¯æ�weêtç¾óKçTæ?î�ñTðbêtïËê?ó�ñdôRè óKõRï_î�ñdðaêtï�ê?ó&æ?ï�âwã�äR�Ôí¯ê?ëbèjî�õRëbè
ðbåMöRèÀñdèjçeí¯ðaïRèjö}�rì!ðañTå~�KåTè�îjêtïRöRæ?çeì?	�å~ñdçeõRî�ñTõRçTè%�-�}ô_èÊåeñTçTõRîÀñdõRçeè�ðaï¯î�êtím�Rðaï æ]ñTðbêtï;ý�ð�ñdô
ñdôRèÊåTè�ihõRè�ïRîjè�ê?ó%æ;í�êtëaèjîjõ_ëbèwöRðbîÀñ¦æ]ñTèjå¾ð�ñdå�óKõRïRî�ñTðbêtï��|ä�ïRö�åTè�îjêtïRö6÷Rðañ¾ðbå¾ÿhïRêný�ï�ñdôRæ]ñ
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y êtçËñdôRæ]ñ+çTèjæ?åTêtï6÷¾ý¾è ý¾æ?ïrñ+ñdêÖõRåTèÇæ òtè�ïRèjçTæ?ë)æ?é_éRçTêræ]î¦ô(ñTô æ]ñ�ðaå�ðbïRåeéRðbçeèjö��rìþæ
îjêtí�í�êtï+æ?éRéRçeêræ?î¦ô+ðbï�åeè�ihõRè�ïRîjèÆæ?ëbðaòtïRí�èjïrñX÷hý�ôRðbî¦ô�õRåeèjå�åTè0iDõ_èjïRî�èÆåTè�òtí�èjïrñdå}ñdôRæ]ñ
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åTè0iDõ_èjïRî�èjå����Wï æ4åeèjîjê?ïRö å~ñdèjé6÷RñdôRè�åTè�åTèjò?í¯è�ïhñTåÊæ]çTè)õRåeèjö��uæ?ïRö+è
�DñTèjïRöRè�ö�	�ñTê3�RõRðbëaö
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� ê�óuæ?ç�÷�ñdô_èjçTè4èj�|ðbåeñTå)ïRê+æ?ï æ]ëbêtòtê?õRåÊí�è�ñTôRê|ö óKêtç~k ïRö_ðbïRò�î�êtí¯í�êtï åTè�ihõRè�ïrñdðZæ]ëMæ?ïRö
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� èjîÀñdðaêtïRå�� æ?ïRö��?�Y�}ôRè�ï�÷�ý¾è é_çTèjåeèjïrñ æ ö_ìDï æ?í�ðbî é_çTêtòtçTæ?í�í¯ðaïRòÉæ]éRéRçTêtæ?î¦ôEóKêtç
k ïRöRðaïRò ñTôRðbå�ÿDðaïRöÍê?ó�éRæ]ñTñTèjçTï_å;ðbïÉñTôRèËóKêtëaëbêný�ðbï_ò�åeèjîÀñdðbê?ïRå��*�Éè�îjæ?ï ëbðaåeñÆæ?ëbëMèj�Ræ]î�ñ
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é æ]ñeñdèjçeïÈóKê?õRïRöÈðbïÇñWý¾ê�åTè0iDõ_èjïrñdðbæ?ëbë�ì öRð�¤�èjçeèjïrñ�í¯ðaîjçeêrâ�ãwäÊå óKçeêtí çTè�ëZæ]ñTèjöÈåTé@èjî�ðbèjå0�
�}ôRðbå�é æ]ñeñdè�çTïËî�ê�gtèjçeå ñTôRè�í¯æ�weêtçMé æ]çeñ�ê?ó6ñTôRèwîjêtçeçTèjåeé�ê?ïRöRðbï_òÆí�ðbîjçeêrâwã�äEîjê?ïhñdæ?ðbï_èjö
ðbï ñTôRè;åeè�ihõRèjï_îjè��*��ðbîjçeêrâwã�äÊåÊæ?çTè;æËïRè�ý�ë�ì ö_ðbåTî�ê�gtèjçeèjöÇëZæ]çTòtè�îjëZæ]åTåÊê]ó çeèjòtõ_ëZæ]ñTêtçeì
òtèjï_èjå+ñdô æ]ñ�öRê ïRê?ñ+è�ïRîjêDöRèÈéRçTê]ñdèjðaïRå¢�uåeèjèÈè�� ò[�frl�0u)óKêtç�æÖçeè0gDðbèÀýo	
� � è�îjêtïRö6÷wê?õRç
í¯èÀñdôRêDöÖîXæ?ï¥�@è+õRåTè�ö æ?å�æ¦k ë�ñdèjç;óKê?çÆñdôRè+í�êtçTè+æ]ö?g]æ?ïRîjè�ö§�_õ_ñ!ñdðbí�èËî�êtïRåeõRí¯ðaïRò
â�ãwä åTè0ihõRèjïRî�è��]å~ñdçeõRî�ñTõRçTè æ?ëbðaòtïRí�èjïrñÆí�è�ñTôRêDöRå��uè%� ò?�¨rT��p_÷l���D÷`n(uV	
�z�}ô_è�� æ?åTðaî�ðbö_èXæ
ðbå�ñdêÎò?èjïRè�çdæ]ñTè�æ åeè�ñ;ê]ó�é�êtåeðañTðbêtïÈé æ?ðaçTå�ñdô æ]ñÆæ?çeèËéRçeêtí¯ðaåTðaïRò å~ñ¦æ?ç~ñdðaïRò îjæ?ïRöRðaö æ]ñTèjå
óKêtç$ñTôRè}í¯ê?çTè�î�êtí¯é_ëbè
�ÆåTè0ihõRèjïRî�è��]å~ñdçeõRî�ñTõRçTèÊæ?ëbðaòtïRí�èjïrñ$í�è�ñTôRêDöRå����wèjçeè?÷têtï_è�ý¾êtõ_ëbö
ïRê?ñ�åeèXæ?çeî¦ô óKêtç�æ4åTðaïRòtëaè)è
�_æ?î�ñwé æ¸ñTñdè�çTï��Rõ_ñ}óKêtç}åeè0g?èjçdæ]ë&ïRê?ï��Wê�gtè�çTëbæ?éRéRðaïRò4é æ]ñeñdèjçeïRå
ñdô æ¸ñ}ñdêtòtèÀñdôRè�ç}îjê�gtè�ç�ëZæ?çeòtèjç é æ?çeñTå}ê?ó%ñdôRè�âwã�ä�å��|y$ðaò[���~�©n;ðaï�ñdôRè�æ?é_é�è�ïRöRðl��åTôRêný�å
ñdôRè óKê?õRç¾ëbæ?çTòtè�åeñ}éRæ]ñTñTèjçTï_å¾óKêtç¾ñWý ê!çTè0gËçTè�åTé@êtïRåTè)è�ëbè�í¯è�ïhñTåf��âwâRª 	�ðbï��o�¬«��[y$ðaëañTèjç �
ðbïRò+ô æ]åÆæ?ëaçTèjæ?ö_ì¦�@èjè�ïÉõRåeèjöÍåeõRîjî�èjåeåeóKõRëaëaìÇðbïÇñdô_èOyDä � ��â å~ì|å~ñdè�í r­��u>�5�}ôRè�ìÈõRåeèjö
æÆéRõRçeèjë�ì¯å~ñdçeõRî�ñTõRçdæ?ë®k ëañTèjçeðbïRò�í¯èÀñdôRêDö�÷hý�ôRèjçeèXæ?å ý¾è î�êtïRåeðböRè�ç¨��ê]ñdôËåeè�ihõRè�ïhñTðZæ?ë�æ?ïRö
åeñTçTõRîÀñdõRçTæ?ë ðbï_óKê?çTí¯æ]ñdðaêtï��(y$ðbïRæ?ëbë�ìt÷�êtïRè}î�êtõRëbö4ñTôRðbïRÿ�ê?ó@õRåTðaïRò�êtõRçMæ?é_éRçTêræ]î¦ô!ñTêf�RõRðbëaö
ñdôRè�æ?ïRæ?ëbêtò?õRè ê?ó%ñdôRè��~�Wä~�5�~ú�ã åeìDå~ñdèjí�óKêtç�âwã�ä�å��

�}ôRè ö|ì|ïRæ?í¯ðaî é_çTêtòtçTæ?í�í¯ðaïRò í¯èÀñdôRêDö ðbå}� æ?åTè�ö êtï ñTôRè�ïRê?ñdðaêtï ê?ó)ïRè�åeñdè�öþâ�ãwä
åeñTçTõRîÀñdõRçeèjåj÷%ý�ôRèjçeè�óKê?çÆæ?ïrì ñWý ê¦� æ?åeè
�Ôé æ?ðbçeå

(i1, i2)
æ?ïRö

(j1, j2)
è�ðañdô_èjç

i1 < i2 <
j1 < j2

êtç
i1 < j1 < j2 < i2

�Y�}ôDõ_åj÷�ðañ�ðaå�é�ê?åTåTð��Rëbè ñdêÖöRèjåeîjçeð£�@èÈåeèjî�êtïRö æ?ç~ì
åeñTçTõRîÀñdõRçeèjå�ïRê?ñ�êtïRë�ì æ?å3� æ?åeè
�Ôé æ?ðbç4ðaïrñdèjçTæ?î�ñTðbêtï_å¯�Rõ_ñ¯æ]ñ¯æ ôRðbòtô_èjç!ëbè
gtèjë}ê]óÊå~ñdçTõ_î
�
ñdõRçeè�èjëbè�í¯è�ïrñdå�ÿhïRêný�ïÎæ?å�ô æ?ðaçTéRðaï�ëbêDêtéRå�÷_çTðaòtôrñh�RõRëaòtèjå�÷ ëbè�ó8ñh�_õRëbòtè�åj÷Rðaïrñdèjçeï æ?ë#ëaê|êté_å
êtç�í;õRëañTðl�¬�Rçdæ?ï_î¦ôRèjöÈëbêDêtéRåO�uåeèjè�y$ðbòtõ_çTè���	
�5�}ô_èjåTèËåeñdçeõRî�ñTõRçTèËèjëbè�í¯è�ïrñdå�ô æ"gtè¯ñTôRèjðaç
êný�ïÂå~ñ¦æ?î¦ÿhðbï_ò�ê?çTöRè�çj÷6ý�ôRðaî¦ôÉæ]çTè;öRè
k ïRè�öx�rìÎñdô_èjðbçÊöRèjé_ñTôÂê]ó ïhõRî�ëbè�ê?ñdðaöRè4é�ê?åTðañTðbêtï_å
îjêtï_îjèjçeïRðbï_ò�ñTôRè4ïhõRím�@èjç�ê?ó � æ?åTèj�Wé æ]ðbçTå ñTê�ñdôRè!åeñdæ?çeñ
�]èjï_öÂê?ó¾æ?ïÈâwã�ä����}ôRè¯î�êtí¯�
éRõ_ñdæ]ñdðaêtï ê?ó$ñdôRèÆâ�ãwä�é æ¸ñTñdè�çTïRå�ðbå�ñdôRè�ï é�è�çeóKêtçeí¯è�ö ê?ï ñdôRè�åTè;å~ñdçeõRî�ñTõRçTè�èjëbè�í¯è�ïrñdå
ðbï�æ?ï+ðbï_åTðbö_è ñdê!êtõ_ñTåTðbö_è�í¯æ?ïRï_èjç��

ä ïRæ?ð�g?èÊæ]ñeñdè�í¯é_ñ�ðaåMñTê�î�êtïRåeðböRè�ç¾æ?ëaë îjêtí��Rðbï æ¸ñdðbê?ïRå*ê?ó#é@êtåeðañdðaêtïRå�ð=ðbï!ñdô_èRk çeåeñ¾â�ãwä
æ?ïRöÇé@êtåTð�ñdðbê?ïRå�wÊðbïÎñTôRè4åTè�îjêtï_öÂâwã�ä æ]ïRöÎñdê�èj�|ñTèjïRöÇñdô_èjåTè!å~ñ¦æ?ç~ñdðbï_ò�é æ]ñTñTèjçeïRåK�rì
ëbêDêtÿhðbïRò�æ]ñ¾ïRèjðaòtôI��êtçeðbïRò�ïhõRîjëaèjê?ñTðböRè�å¾åeô æ?çTðaïRò�ñTôRè åTæ?í¯è�åTè0iDõ_èjïrñdðbæ?ë�æ?ï_ö�åeñTçTõRîÀñdõRçTæ?ë
éRçTê?é�è�çeñdðaèjå0�[�Ôó$ñTôRèjåeè�éRçeêté@èjçeñTðbè�å�æ?çTè óKõRëlk ëbëaèjö�ñTôRèjï+ñdôRè�ïhõRî�ëbèjê]ñdðbö_èjåwæ?çTè ñdæ?ÿ?è�ï ðaïrñdê
ñdôRè�é æ]ñeñdè�çTï��#ä�ñÆæ�kRçTåeñ�òtëbæ?ïRî�è?÷�ñdô_ðbå�ðböRèjæ�íËæXìÎý êtçTÿ=÷��Rõ_ñ�ñdô_è�î�çTõRî�ðZæ?ë�é@êtðaïhñ�æ?çeè
ñdôRèËëbêDêtéRå��&ø¾êtï_åTðbö_èjç;è%� ò[��ñdô_è�îXæ?åeè�åTô_ê�ý�ï ðaï�y$ðaòtõRçTè�n�� � õRéRé@êtåeèËñdôRè�æ?ëbòtê?çTðañTôRí
åeñdæ?çeñTå}æ]ñ�é@êtåeðañdðaêtï��)ðbï¯ñTôRè~k çeåeñ�âwã�äHæ?ïRö�é@êtåTð�ñdðaêtï��ÊðbïËñTôRè åTè�îjêtï_ö+â�ãwä æ?ïRö�ðaå
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ý¾ê?çTÿhðbïRò�ñdêný�æ]çTöRå�ñTôRèÊí;õ_ëañdðaéRëbè�ëaê|êté¯ðbï�ñdôRè~kRçTåeñ}â�ãwä��-�}ôRè)ëbêný èjç¾å~ñdè�í,ô æ]å¨��è�èjï
åTõRî�îjè�åTåeóKõ_ëbëaì íËæ¸ñdî¦ôRè�ö����¾õ|ñ ïRênýûñdôRè�çTè4ðaåÊïRê�î�ëbèjæ?çÊöRè�îjðaåTðbê?ï ñdê�í¯æ]ñTî¦ô ñdôRèÆõRéRé@èjç
é æ?ç~ñ�ê?ó#ñTôRè åeñTèjí¯�Wëaê|êté�ê?ó#ñTôRè åTè�îjêtï_ö âwã�ä èjð�ñdôRè�ç¾ñdêÆñTôRèÊëaè�ó8ñ¾åTðbö_è êtç ñTêÆñdô_è çTðaòtôrñ
åTðaöRè�ê?ó&ñTôRè)í;õRë�ñdðaéRëbè�ëbêDêté��?�}ô_ðbå�öRèjî�ðbåeðbêtï+öRè�é�è�ïRöRåwêtï+ôRêný æ4îjêtí�í�êtï�é æ]ñeñdèjçeï ðaå
öRè0kRïRèjö�÷rê]ó�î�êtõRçeåTè?÷hæ]ïRö!ôRêný ñTê�çeèXæ?î¦ô�æ)í¯æ(�|ðbí¯æ?ëbë�ì)è
�Dñdè�ïRöRè�öËé æ]ñeñdè�çTï����}ô_èjçTèÀóKêtçTè]÷
ñdôRè4ê?ïRëaì åTêtëaõ_ñdðaêtïÎðaåÊñdê�í¯æ?ÿ?è4åeêtí�è4éRçTèj�Wîjê?í¯éRõ|ñ¦æ]ñTðbêtïRå�ê?ó�åTè0iDõ_èjïrñdðbæ?ëMæ?ïRö å~ñdçTõ_î
�
ñdõRçTæ?ë�î�êtí¯é@êtïRè�ïrñdå�ê?ó�âwã�ä�å���y$ðaï æ?ëaëaìt÷hý è�è�ïRö�õRé�ý�ð�ñdô æ4ö_ìDï æ?í�ðbî)éRçeêtòtçdæ]í¯í�ðbïRò
æ?éRéRçeêræ?î¦ôÉñTô æ]ñÆîjêtí�é æ?çeèjåÆðaïRïRè�ç�é æ]çeñdåÆê?ó�âwã�äÊå�k çTå~ñX÷&åeñdê?çTèjå�ñdôRèËçTèjåeõRëañTåÆðaïÉöRð�óV�
óKèjçeèjïrñÆí¯æ]ñTçTðbî�èjå�æ?ïRö¢�RõRðaëböRå�õRéÇñdôRè�åTê?ëbõ_ñTðbêtïRå�åeõRîjî�èjåTåeð�g?èjëaì��*ãwê?ñdè!ñdô æ¸ñ�ð�ñ�ðbå�æ?ëbåeê
æ�í�ðbå~ñ¦æ?ÿ]è4ñdê�îjêtí�éRõ_ñTè�î�êtí�í¯êtïÇåeè�ihõRèjïrñTðZæ?ë�é æ?ç~ñdåKk çTå~ñ;æ]ïRöÂñTôRèjïÈñdê�çTèjî�êtí�é�êtåeè
ñdôRè�åTè�é æ?çeñTå �rì4ñTôRèjðaç�å~ñdçeõRî�ñTõRçdæ?ë@éRçeêté�è�çeñTðbèjå0���}ôRðbå�éRçeê��Rëbè�í ðbåMê���gDðbêtõ_åTëaì4æ�î�êtí¯é_õ��
ñ¦æ]ñTðbêtïRæ?ëbë�ì ðaïhñTçdæ?îÀñ¦æ��_ëbè4éRçeê��Rëbè�í åTðaïRîjè!ý èËïRè�èjöÂñTê î�êtïRåeðböRè�çÆæ?ëaë*îjê?ím�RðbïRæ]ñdðaêtïRå)ê?ó
åTõ[�_åTè�ñTåÊê?ó&åTè0ihõRèjïRî�èÆé æ]çeñdå0�

±h²
³l´�µW²·¶�¸}¹(º<»

âwè�ëZæ]ñTèjöÈý¾êtçeÿÇêtïÉé æ¸ñTñdè�çTï æ]ï æ?ëaìDåeðbå�ê?ó�âwã�ä�åÆô æ?å��@èjèjïÉöRêtïRè¯í¯êtå~ñdë�ìÎóKêtç�â�ãwäÊå
ý�ðañTô�ï_èjåeñTèjö�åTè�îjêtïRöRæ?çeì+å~ñdçTõ_î�ñdõ_çTèjå0���}ô æ]ñ�ðbå�÷Rðaó&âwã�ä�å�æ?çTè�çTè�éRçTè�åTè�ïhñTèjö æ?å}òtçdæ]éRôRå
éRçTè�åTè�ç8gDðbïRò�æ;ëaðbïRèjæ?ç g?èjçeñTè
�+ê?çTöRè�çj÷|ñTôRèjï�ñTôRèK� æ?åeè
�WéRæ?ðbçeðbïRò�èjöRòtè�å}ý�ôRðbî¦ô�æ?çeè öRçdæXý�ï
ðbï�ñdô_è�õ_éRé�è�ç�ô æ?ëaó%éRëbæ?ïRè)öRê�ïRê?ñ�î�çTêtåeå��

�Íæ]ïRòÎè�ñÆæ?ë>� r�n�p%u éRõ[�_ëbðbåeôRèjöÉæ?ï æ?ëaòtêtçeðañdô_í óKêtçfk ïRöRðaïRò æ�ëZæ?çeòtèjå~ñ;æ?é_éRçTê"�|ðbí¯æ]ñdè�ëaì
îjêtí�í�êtïÉåeõ[�RåeñTçTõRîÀñdõRçeè���èÀñWý¾è�èjïÖñWý¾êÎñTçTè�èjå��F�}ôRðbå�ðbïRèj�_æ?î�ñ4éRæ]ñTñTèjçTïÉíËæ]ñTî¦ôRðbï_òÎæ?ëT�
òtêtçeðañdô_í,ðaå�æ?ëbåeê4åTõRð�ñ¦æ��RëaèÊóKêtç�âwã�ä åeèjîjê?ïRö æ?ç~ì+åeñdçeõRî�ñTõRçTè�å��®�o¼Dî¦ôRåeíËæ?ï_ï�èÀñ�æ?ëM��rl���(u
òtð�g?èjå!æ í�è�ñdô_ê|öÍóKêtç�k ïRöRðaïRò ëbêDîXæ?ë é æ]ñeñdèjçeïRå4ðbïÖæ ñTçTè�è
�WçeèjéRçeèjåeèjïrñ¦æ]ñTðbêtï ê?ó�âwã�äÊå0�
ä åTõ_ç8gtèÀì ê?ówí�è�ñdô_ê|öRå�óKêtçÆî�êtí¯é_õ_ñdðaïRò ñdô_è�åTðaí¯ðaëZæ?çeðañWì��@è�ñWý èjè�ï âwã�ä�åÆý�ðañTôÖæ?ïRö
ý�ðañTôRêtõ_ñ)åeèjî�êtïRö æ?ç~ì åeñTçTõRîÀñdõRçeèjå�õRïrñdðaë¨��½�½��¯ðbå)òtðlgtè�ï��hì���æ]óKï æ�èÀñ�æ?ëM�Fr��(uM��ú)çdæ]í¯í
è�ñÆæ?ëM��rt½%u�óKêtçTíÆõRëZæ]ñTèjö ñdô_è�æ?çeî
�Wé_çTèjåeèjç g|ðaïRò é_çTê��Rëaèjí�¾#òtð�g?èjïÈñWý¾êÎï_èjåeñTèjöÖâwã�ä�å

S1æ?ïRö
S2

ý�ðañdô�ëbè�ïRò?ñTôRå
n
æ?ïRö

m (n ≥ m)
÷ çTè�åTé@èjîÀñdðlgtèjë�ìt÷ öRêDèjå

S2

êDîjî�õRç�ðbï
S1

åTõRî¦ô
ñdô æ¸ñ

S2

îXæ?ï��@è ê��|ñ¦æ?ðaïRèjö��rìËöRèjëaè�ñdðaïRò��Ræ?åTè�å�óKçTêtí
S1

ý�ðañTôËñdôRèÊéRçTêté@èjç~ñWìËñTô æ]ñ¾ñTôRè
æ?çTî�å4æ?çeè�éRçTè�åTè�ç8gtè�ö�¿��}ôRðaåÆéRçeê��Rëaèjí îXæ?ï ïRê]ñm�@è�åTè�èjï æ?å��_ðbêtëaêtòtðbîjæ?ëbë�ì í�ê?ñTð�g]æ]ñdè�ö
��è�îXæ?õ_åTè+ñdôRè+åeñTçTõRîÀñdõRçeè ê]ó

S2

ý¾êtõ_ëböÀ��è�óKêtõRï_ö åeéRëbð�ñ4ðbï
S1

�Á�Ôñ�ô æ?å3�@èjèjï åTô_ê�ý�ï
�rì¦Â?ðbæ?ïRò�è�ñÊæ?ëM��rl�"�_÷�����u#ñdô æ]ñRk ïRö_ðbïRò!ñdôRè�ëbêtï_òtèjå~ñ�î�êtí�í¯êtï æ?çeî
�Wé_çTèjåeèjç g|ðaïRòËåeõ[�Råeè
�
ihõRèjïRî�è)óKêtç�æ?çeî
�Wæ?ïRïRê?ñdæ]ñdè�ö�åTè0ihõRèjïRî�èjå��>�#ä�Ã�ø � 	�÷_ý�ôRè�çTè�æ]ñ¾ëbèXæ]åeñ}êtï_è ê?ó#ñdô_èjí ô æ?å
îjçeêtåTåeðbïRò æ?çTî�åeñTçTõRîÀñdõRçeè?÷�ðbå�� äRÄ � ãoÃz�Wô æ?çeö��*ªz�Ræ]î�ñ�é æ]ñTñTèjçeïÉí¯æ]ñdî¦ôRðaïRò+êtïÂâ�ãwäÊå
ô æ?åÅ�@èjè�ï öRê?ïRèf�hì+ú�è�ïRöRçTê?ï�èÀñwæ?ëM��r�Æ(uM�[�}ô_è�ì+éRçeêté�ê?åTè�æ¯� æ?î¦ÿrñdçTæ?î¦ÿhðbïRò¯æ?ëaòtêtçTð�ñdôRí�÷
ý�ôRðbî¦ôÉðbå�åTðbí�ðbëbæ?ç ñdê æ?ï æ?ëaòtêtçeðañdô_í óKçTê?í0ü�ëbëaíËæ]ïÇrT��Æ(u�ñdôRæ]ñÆåeêtë�g?èjåÆñTôRèËåeõ[�RòtçTæ?éRô
ðbåeêtí¯ê?çTéRôRðaåTí éRçeê��RëaèjíûóKçTêtí òtçdæ]éRô;ñdôRè�êtçeì�ý�ðañTô!æ îjêtí�éRëaè
�|ðañWì�ê?ó

(O(n3))
���Ôñ�æ?ðbí�å

æ]ñÅk ïRö_ðbïRò!çTè�îjõRçeçTè�ïhñ�é æ]ñeñdè�çTïRå�ðbï�æ!åTðaïRòtëbè â�ãwä��
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�}ôRè4é æ?é@èjç)ðaå êtçeòræ?ïRð�qjèjöÇæ]å óKêtëbëaê�ý�å0¾��WïÇåeèjî�ñTðbêtï�nD÷6ý¾è4ðaïrñdçTêDöRõRî�è4öRè0kRïRðañTðbêtïRå æ?ïRö
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ñdô æ¸ñ&ñTôRè�ì�îXæ]ïm��è�öRè�åTîjçeð£�@èjöm�rì�í¯æ]ñdî¦ôRðaïRò�æ?ïRö;í¯æ]ñdî¦ô_èjöÆéRæ]ñdôRå0�%�Wï � èjîÀñdðbê?ï��R÷��@êtïRö
éRçTè�åTè�ç8gDðbïRò�í¯æ]ñdî¦ôRðaïRò!ðbå}éRçeêté@êtåTè�ö�ý�ôRðaî¦ô ðaå�õRåTè�ö óKêtç�ñTôRè�ö_ìDï æ?í�ðbî)éRçeêtòtçdæ]í¯í�ðbïRò
íËæ¸ñdçTðaîjè�å��?�}ô_èjåTè�í¯æ]ñdçeðbî�èjå�æ]ïRö�ñdôRè�ðbç�çeèjîjõ_çTåTðaêtï�è�ihõ æ¸ñdðbê?ïRå�æ?çTèÊòtð�g?èjï+ðbï�åeèjîÀñdðbê?ïÍ�-�
y$ðbïRæ?ëbë�ìt÷hñdôRè�éRåeèjõRöRê�îjêDöRè�ðbå}ò?ð�gtè�ï ðaï+åTèjîÀñdðaêtï�s?�

Î Ï�Ð�Ñ*Ú%á8Û�áuÝ@Ú*ÒmÓ Ú%ÞÕÔ�Ý Û�Ó_Û�áKÝ@ÚFÒ

äÊïx±hÖÅ×�ðbåÊæ¯ñdõRé_ëbè
(S, P )

÷=ý�ôRèjçeè
S
ðaå)æËå~ñdçTðaïRò�ê?óMëaèjïRò]ñdô

n
ê�gtè�çÊñdô_è!æ?ëbéRôRæ���èÀñ

Σ = {A,C,G, U} �z�Âè�öRèjï_ê?ñdè
S(i)

æ?å;ñdô_è�� æ?åTè+æ¸ñ4é�ê?åTðañTðbêtï
i
�
P
ðbå4æ åeè�ñ!ê?ó

� æ?åeè
�WéRæ?ðbçeå
(i, i′)

÷
1 ≤ i < i′ ≤ n

÷�åeõRî¦ôÎñdô æ¸ñ
S(i)

æ?ï_ö
S(i′)

æ?çeèÆî�êtí¯é_ëbèjí�èjïrñdæ?çeì
� æ?åeèjå��®�wèjçTè]÷ ý¾è�çTèÀóKèjç�ñdê¯�Íæ¸ñdåTê?ï��~ø¾çeðbî¦ÿ�� æ]åTè
�Ôé æ?ðaçTå

A Ø U
æ?ïRö

C Ø G
÷ æ?å}ý¾è�ëbë�æ?å

ñdôRè�ïRê?ï��Wå~ñ¦æ?ïRöRæ?çTö�� æ?åeè
�Ôé æ?ðbç
G Ø U

�|�Wï+ñTôRè)óKêtëbëaêný�ðbïRòR÷rý è)ý�çTðañTè
i

P
i′
ðbï_åeñdèjæ?ö

ê?ó
(i, i′) ∈ P í�èXæ?ïRðaïRò�ñTô æ]ñ�ñdôRèwñWý¾ê�� æ?åTè�å

S(i)
æ?ï_ö

S(i′)
æ?çeèÊëbðaïRÿ?è�ö¯ñTêtòtè�ñTôRèjç �rì

æ¯��êtï_ö ðaï+ñTôRè�åeñTçTõRîÀñdõRçeè
P

�
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��y êtç�îjæ?ëbî�õRëZæ]ñTðbïRò�ñdôRè)åeè�ihõRèjï_îjè��¸åeñdçeõRî�ñTõRçTèÆæ?ëbðaòtïRí�èjïrñX÷hý è�ôRæ�g?è)ñdê
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

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�¨�ÂèÇöRè0kRïRèÂë���ö
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�KçTèjåeé��
i′

P
i
	�÷�óuæ?ëaåTè�ê?ñdô_èjçeý�ðaåTè%� �Âè öRè
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µ
M

ß
²�´}ã
¹(É|É�²
ã
µA²·¶�ò}´�µWã
Ë-áâÉ-ÿ�æÁáâµâË�çdæ]ï
1(M)∪ ëbêDêté (i

P1

i′) 6= ∅ íhî�Ë|²
É
M

º<²
Ý
µ>ºjáMã
µA²·¶}µA¹�ëbêDêté
(i

P1 i′)∪ {i, i′} á£Ý�´�ã
¹(É|É�²
ã
µW²·¶3ò}´�µWã
Ë-áâÉ-ÿ�í

2�Ü�Ý�Ý<?<Ù �#èÀñ
r =

åeñTêtçTö
P1(i) + 1

�@èwñTôRèÊå~ñ¦æ?î¦ÿ]êtçTö_èjç¾ê]ó�ñdôRè�èjëaèjí�èjïrñdå�ðbï�ëbêDêté
(i

P1

i′)
�[�Éè�ô æ"gtèÆæ?ëbçeèXæ?ö|ì�åTôRêný�ïÎðaïÍ�#è�í¯í¯æ3�?�©�;ñdôRæ]ñ

M≤r ðaåwæ¯îjê?ïRïRèjîÀñdè�öÎíËæ¸ñdî¦ôRðaïRò
ðaó
M

ðbå��Rã�ênýHëaè�ñ
j < j ′

��è)ñWý ê�è�ëbè�í¯è�ïhñTå�ðbï�ëbêDêté
(i

P1 i′)
�Rã�ênýHè�ðañTôRèjç�ñTôRèjçeè�ðaå

öRðbçeèjîÀñdëaìÎæ�íËæ¸ñdî¦ôRðaïRò�é æ]ñTô¢�@è�ñWý èjè�ï
j
æ]ïRö

j ′
õ_åTðbï_ò�ê?ïRëaì ëbêDêté

(i
P1 i′)

÷�êtç ñTôRè
íËæ¸ñdî¦ôRðaïRò¯éRæ]ñdô

M≤r
ô æ]åwñTêËõRåeè��@ê?ñdô���êtï_ö èjï_öRå

i
æ?ïRö

i′
ñTê¯î�êtïRïRè�î�ñ

j
ý�ð�ñdô

j ′
�

�WïÉñdô_ðbåÆîjæ?åTè]÷
i Y i′ ðbåÆæ í¯æ]ñdî¦ôRðaïRò éRæ]ñdôÍö_õRè¯ñTê ñdôRèO��ê?ïRö��Wé_çTèjåeèjç g|ðaïRòÎéRçeêté@èjçeñWì?÷

æ?ïRö�ñdôRè�çTèÊðaå�æ�í¯æ]ñdî¦ôRðaïRò�é æ]ñdô¯õRåTðaïRò�êtïRëaì!è�ëbè�í¯è�ïhñTå�óKçeêtí ëbêDêté
(i

P1 i′)∪{i, i′} �
2

Zfå(É®´�ò¯áMã�È º
¹·ÿ�º8´�ò¯ò¯áâÉ-ÿ[4ä´�µ,ºjáMã
²
Ý

�Éè+ý¾æ?ïrñËñdêäk ïRö æ?ëbë}ïRê?ï��Wê�gtè�çTëbæ?éRéRðaïRòR÷*í¯æ(�|ðbí¯æ?ëbë�ìÉèj�Dñdèjï_öRèjö�÷ü�@êtïRö��ÔéRçTè�åTèjç gDðbïRò
íËæ¸ñdî¦ôRðaïRòtå���y êtç}ê�g?èjçTëbæ?éRéRðaïRò�íËæ]ñTî¦ôRðbï_òtåj÷Rý è�î¦ô_ê|êtåeè�ñTôRè�ê?ïRè)ý�ðañdô�í¯æ(�|ðbí¯æ?ë6åeð£qjè%�
�Ôó�ñdôRè�çTè�æ?çTèÊê�g?èjçeëZæ?éRé_ðbïRò4í¯æ]ñdî¦ô_ðbïRòtå ê?ó�ñdôRè)åTæ?í�è åTð�qjè?÷|ñdôRè�ï�ê?ïRëaì¯êtïRè)ðaå�åTè�ëbèjîÀñdè�ö��

�ÉèËõRåTè+æ ö|ì|ïRæ?í¯ðaîËéRçeêtòtçTæ?í¯í�ðbï_ò æ?é_éRçTêræ]î¦ô��hì¢k ëbëaðbïRò æÎí¯æ]ñdçeðl�
M(r, s)

÷%ý�ðañdô
ñdôRè}óKêtëaëbêný�ðbï_ò ðbïrñdè�çTéRçeè�ñdæ]ñdðaêtï�� � ðaïRîjè�êtõ_ç�í¯æ]ñTî¦ôRðbïRò?å�éRçTè�åTèjç gtèo� æ?î¦ÿI��ê?ïRèÊæ]åMý èjëaë=æ?å

��n



åeñdæ?î¦ÿhðbïRò�êtçTö_èjçj÷Rý è�öRè0kRïRèÆæ]ï�ê?çTöRè�ç ≺ êtï+èjëbè�í¯è�ïrñdåwæ?å}óKêtëbëaêný�å�¾

i ≺ j ≡



i < j

ðaó&åeñdê?çTö
P1(i) =

å~ñdêtçeö
P1(j)åeñdê?çTö

P1(i) <
åeñdê?çTö

P1(j)
ê?ñdôRè�çeý�ðaåTè

y êtç}é æ?ðaçTå
(r, s)

æ]ïRö
(k, l)

ý è�ö_è0k ïRè
(r, s) ≺ (k, l)

ð�ó*æ]ïRö+êtïRëaìËðaó
r ≺ k

�|�}ôRèjï

M(r, s) = max





M
ðbå�æ4í¯æ(�|ðbí¯æ?ëbë�ì!è
�Dñdè�ïRöRèjö íËæ]ñTî¦ôRðbï_ò

|M | ý�ð�ñdô (r, s) ∈M æ?ïRö�ñTôRèjçeè�ðaå}ïRê

(r′, s′) ∈M ý�ðañTô
(r′, s′) ≺ (r, s)





îjêtïrñdæ?ðbïRå}ñTôRè�åeð£q�è�ê]ó�æ!íËæ(�|ðaíËæ?ë�íËæ¸ñdî¦ôRðaïRò[�|y êtç�åTðaí¯é_ëbðbî�ðañWì?÷Dý èÆæ]åTåTõ_í¯è�ñdôRè�í¯æ(�I�
ðbí;õ_í g]æ?ëbõ_è4ê�g?èjç�æ?ïÈèjí�é_ñWìÇåTèÀñ�ñTê��@è

0
��ãwê?ñdè4ñdôRæ]ñ)ñdôRè�åTð�qjè!ðbå)å~ñdêtçeèjöÂêtïRëaì óKêtç

ñdôRè4ëaè�ó8ñ �Wí�êtåeñj÷��@ê?ñTñTêtí¯�Wí�êtåeñÊé æ?ðbç
(r, s)

ðaï
M

��y êtç îjæ?ëbî�õRëZæ]ñTðbïRò
M(r, s)

÷6ý¾è4ý�ðaëbë
æ?öRöRð�ñdðaêtï æ?ëaëaì4ïRè�èjö�æ?õ��|ðaëbðZæ]çeì!í¯æ]ñdçeðbîjè�å

M r \ end ÷ M bb æ?ïRö M rb ÷|ý�ôRðbî¦ô+æ?çeè öRè
k ïRèjö
æ?å}óKêtëbëaêný�å��

Ï�ÐIÑ$Ú%áKÛ�áKÝ@ÚS=�Ù�ö�Ú8]�ß�^�á`_�áLÓRÜ�a�÷øÓ_ÛnÜ¸áuà�Ð-Ò(Ü¢ì ²
µ
R1 = (S1, P1)

´�É®¶
R2 = (S2, P2)ß
²üµ>æY¹h±hÖÅ×�Ý�í ì ²
µ

r
ç º
²
ÝAÌ�í

s
è�ß
²Y´�É�²
³£²
ò�²
É|µ5¹WÊ%ëbêDêté

(i
P1 i′)

ç º<²
ÝAÌ�í?ëbêDêté
(j

P2

j ′)
è�í î�Ë|²
É

M loop
� (r, s)

á£ÝRµLË|²ÅÝ
á>b(²~¹WÊÅµLË|²Rò}´VU�áâò}´�³�ò}´�µWã
Ë-áâÉ-ÿ�æÁáâµLË-áâÉ�µâË|²R³£¹�¹
Ì|ÝÅµâË?´�µ
ã
¹(É|µ¬´�áâÉ

(r, s) ó ´�É®¶}á£Ý¯²WU�µW²
É®¶-²·¶3µW¹}µâË|²�ºjálÿ(Ë-µh¹(º�´�ß
¹(ð�²
(r, s) ó á,í,²�í

M loop
� (r, s) = max





M ⊆ [i..i′]× [j..j ′]
á£Ý�´�ò}´�µAã
Ë-áâÉ-ÿOæÁáâµâË

(r, s) ∈M
|M | Ý
ñ|ã
Ë�µLË?´�µ

M
º<²
Ý
µ,º
áMã
µA²·¶OµA¹�ëbêDêté

(i
P1 i′)

á£Ý¯ã
¹(É|É�²
ã
µA²·¶
´�É®¶ ∀(r′, s′) ∈M\{(i, i′), (j, j ′)} : (r, s) � (r′, s′)





H
É�´�¶�¶�áâµ>áM¹(É ó æY²R¶-²Lþ�É�²�Ê"¹(ºo²
ð�²
ºjå
i, j

Ý
ñ|ã
Ë¯µâË?´�µ
i

P1 i′
´�É®¶

j
P2 j ′

µLË|²¨ò}´�µ>ºjácU
²
³£²
ò�²
É|µ

M bb(i, j)
µW¹mß
²oµLË|²~ò}´VU�áâò}´�³[ò}´�µAã
Ë-áâÉ-ÿmµLË?´�µFò}´�µWã
Ë|²
ÝoµâË|²Kß
¹(É®¶(Ý

i
P1 i′´�É®¶

j
P2 j ′ ó á,í,²�í

M bb(i, j) = max





M ⊆ [i..i′]× [j..j ′]
á£Ý�´

|M | ã
¹(É|É�²
ã
µA²·¶Oò}´�µWã
Ë-áâÉ-ÿ}æÁáâµLË

(i, j) ∈M æ]ïRö
(i′, j ′) ∈M





H
É¥´�¶�¶�áâµ,áM¹(É ó æY²O¶-²Lþ�É�²
M rb(i′, j ′)

µA¹�ß
²}µLË|²¯ò}´VU�áâò}´�³{ò}´�µWã
Ë-áâÉ-ÿ¦ã
¹(É|µ¬´�áâÉ|áâÉ-ÿ�µLË|²
ºjálÿ(Ë-µ�Ì?´�ºjµ,É�²
º
Ý

i′
´�É®¶

j ′
¹WÊfµLË|²�ß
¹(É®¶(Ý�¹(É|³Cå ó á,í,²�í

M rb(i′, j ′) = max





M ∈ [i+ 1..i′]× [j + 1..j ′]

|M | á£Ý�´�ã
¹(É|É�²
ã
µA²·¶}ò}´�µAã
Ë-áâÉ-ÿ
æÁáâµâË

(i′, j ′) ∈M





���



M loop
� (r, s)

ý�ðbëaëK��èÈîXæ]ëbîjõ_ëZæ]ñTèjöEóKêtç æ í¯æ]ñdî¦ô_ðbïRò ê?óÆñWý ê ëaê|êté_å+æ?åTåeê|î�ðZæ]ñTèjö ý�ð�ñdô
ñdôRè3�@êtïRöRå

i
P1 i′

æ?ïRö
j

P2 j ′
÷#òtð�g?èjï ñdôRæ]ñ

M loop
�

÷
M bb æ]ïRö M rb ðaå�æ?ëbçeèXæ?ö_ì

îXæ?ëaîjõRëbæ]ñdè�ö óKêtç�æ?ëbëF��ê?ïRöRå�ñdô æ]ñ�æ]çTè!îjêtïrñdæ?ðbïRè�öÇðbï ñdôRè4ñWý ê ëaê|êté_å���y êtç)îjæ?ëbî�õRëZæ¸ñdðbï_ò
M bb(i, j)

÷rý èÊõRåeè æ?ö_öRðañTðbêtï æ]ë æ?õ��|ðbëaðZæ?ç~ì�g]æ?çeðZæ��Rëaèjå0���}ôRèog]æ?çeðZæ��Rëaè
RDist

åeñdê?çTèjå�ñdôRè
ëbêDêté�öRðbå~ñ¦æ?ïRî�èÊñdê�ñdôRè�çTðaòtôrñ8�Wè�ïRö�ê?ó6ñdôRè�ëbêDêté��I�}ôhõRåj÷DóKêtç ò?ð�gtè�ï

RDist
÷|ý èÊîjê?ïRåTðaöRèjç

èjëaèjí�èjïrñdå
r
æ?ï_ö

s
ý�ôRðaî¦ô¯ô æ"g?è�öRðaåeñdæ?ïRîjè

RDist
ñTê
i′
æ]ïRö

j ′
÷rçTè�åTé@èjî�ñTð�g?èjëaì��I�#ê|êtÿhðaïRò

óKçTêtí ñdôRè�çeðbòtôrñ�èjï_ö
(i′, j ′)

ê?ó&ñTôRè�ëbêDêté�ñdô_ðbå}ðbí�éRëaðbèjå�ñdô æ¸ñ

r =
ëbèÀó8ñ RDist

R1
(i′)

æ?ïRö
s =

ëbèÀó8ñ RDist
R2

(j ′).

y$ðbçeåeñj÷hý è ïRè�èjö�ñTê;ÿhïRêný(ý�ô_è�ñdô_èjç¾ñTôRèjçeèÊðbå¾æ�í¯æ]ñdî¦ô_ðbïRò�îjêtïRï_èjî�ñTðbïRò
(r, s)

ý�ð�ñdô�ñdôRè
çTðaòtôrñ�èjïRöRå�ê?ó%ñdô_è�ëaê|ê?é

(i′, j ′)
¾

Reachr \ end(RDist) =





ñTçTõRè ð�ó&ñTôRèjçeè�ðaå�æ4îjêtïRï_èjî�ñTèjö íËæ]ñTî¦ôRðbï_ò

M ⊆ [i..i′]× [j..j ′]
ý�ð�ñdô

(r, s) ∈Mæ?ïRö
(i′, j ′) ∈ Móuæ?ëaåTè ê?ñTôRèjç~ý�ðbåeè

�W��	

� ðbï_îjè)ý¾è�öRê?ï�) ñwïRè�èjö�ñdôRè�í¯æ]ñdçeðl�Ëèjïrñdçeðbèjåwæ?ïrì�óKõ_çeñdô_èjçj÷Rý è�êtïRëaìËåeñTêtçTè)ñdô_è�î�õRçTçeèjïrñ
g]æ?ëbõRè ðbïÆñTôRè¨g]æ?çTðbæ��Rëaè

Reach
���Wï�æ?öRö_ðañdðaêtï�÷ný è}åeñdê?çTè¾ñTôRè�åTð�qjè�ê]ó@ñTôRè�í¯æ]ñdî¦ô_ðbïRòÊñTô æ]ñ

ðbå�õ_åTèjö�ðbï�ñTôRè)öRè
k ïRðañTðbêtï�ê]ó
Reachr \ end(RDist) �[�Ôó Reachr \ end(RDist) ðbå óuæ?ëbåeè?÷ñdôRè�ïEý¾èÇõRåeèÇñTôRè åTð�qjè ê?ó�ñTôRèÇëZæ?å~ñ�èjïrñdç~ì

Reachr \ end(RDist′) ý�ð�ñdô RDist′ <
RDist

æ?ïRö
Reachr \ end(RDist′) = true

�Á�%èjî¦ô_ïRðbîjæ?ëbë�ìt÷*ñdô_ðbå4ðbå�æ?î¦ô_ðbè0g?èjö��rì æ?ï
æ?çTçTæXì

M r \ end(RDist) ý�ðañTô

M r \ end(RDist) = max





M ⊆ [i..i′]× [j..j ′]
ðbå�æ!îjêtïRï_èjî�ñTèjö

|M | í¯æ]ñdî¦ô_ðbïRò;ý�ð�ñdô (i′, j ′) ∈M æ?ïRö

∀(r′, s′) ∈M\{(i, i′), (j, j ′)} ý è
ô æ"g?è

(r, s) � (r′, s′)





�>n�	

2�Ü�Ý<;�Ý®ÒXá8Û�áuÝ@ÚX=�Ù>= HâÊ
Reachr d end(RDist) = true ó µâË|²
É

M r d end(RDist) = M loop
� (r, s),æzË|²
º<²

r =
ëaè�ó8ñ RDist

R1
(i′)

´�É®¶
s =

ëbèÀó8ñ RDist
R2

(j ′)
í

A e�ÐDàrß�Ü(ÒXáuÝ@Ú3fhg�ß*Ó|Û�áuÝ@Ú*Ò

y êtç ñTôRè)çTè�îjõRçeåTðbê?ï�è�ihõ æ]ñTðbêtïRå�÷|ý è)ðbïrñdçeê|ö_õRîjèÊñTôRèÊóKêtëaëbêný�ðbï_òÆéRçeèjöRðaîXæ]ñTèjå��Rú�ðlgtè�ï�ñWý¾ê
é�ê?åTðañTðbêtï_å

i
æ?ïRö

j
÷|ñdôRè�ï

íËæ¸ñdî¦ô
(i, j) =

[
S(i) = S(j) ∧ (

ë£�@ö
P1(i)↔ ë£�@ö

P2(j)) ∧ (
ç8��ö

P1(i)↔
ç·�@ö

P2(j))
]

�"�



öRèjï_ê?ñdè�å{� æ?åeèjå*ñdôRæ]ñ*åTæ]ñdðaåeó8ì�ñdôRè åeñTçTõRîÀñdõRçeè�æ?ïRöm� æ]åTè�î�êtïRöRð�ñdðbê?ïRå¨�KåTè�èÅ�Êè�óW���?�l��	
�(�}ôRè
éRçTè�öRðbîjæ]ñdè4í¯æ]ñTî¦ô

(i
P1 i′, j

P2 j ′)
öRèjï_ê?ñdè�å��Ræ?åTè�é æ?ðbçeå ñdô æ¸ñ)îXæ?ïä�@è4íËæ¸ñdî¦ôRè�ö��

�Ôó ý è öRêÈïRê?ñ¯çTè0iDõ_ðbçTè+ñdôRæ]ñ¯ñTôRè�íËæ]ñTî¦ôRðbï_òÈé_çTèjåeèjç gtèjå�ñTôRè���êtï_ö ñWìDé�è �uð>� è%��ðaóÊý è
æ?çTè4î�êtïRåeðböRè�çTðbï_ò�íËæ]ñTî¦ôRðbï_òtå�æ?îjî�êtçTö_ðbïRò�ñTê���è�óW���?�l�4êtïRë�ì[	�÷6ñdô_èjï ñdôRðaå)éRçTè�öRðbîjæ]ñdè4ðaå
öRè0kRïRèjö��hì

[i
P1 i′] ∧ [j

P2 j ′]v ñdôRè�çeý�ðbåeè?÷hðaó@ý è�î�êtïRåTðaöRèjç�í¯æ]ñdî¦ôRðaïRòtåMæ?î�îjêtçeöRðbï_ò�ñTê���è0k ïRð�ñdðaêtïRåü�?�l�Êæ?ï_ö��?�`n|÷tñTôRèjï
ý¾è�ô æ"gtè

[i
P1 i′] ∧ [j

P2 j ′] ∧ [S1(i) = S2(j)] ∧ [S1(i′) = S2(j ′)].

ã�ê?ñTè�ñdô æ]ñ4óKê?ç;ñdôRè+çTè�åeñ¯ê?ówñdôRè+é æ?é@èjç�÷�ðañ4ö_ê|è�å�ï_ê?ñ�íËæ?ÿ]è�æ?ïrì öRð�¤�èjçeèjïRî�è�ý�ôRðbî¦ô
öRè0kRïRðañTðbêtï�ê?ó$íËæ¸ñdî¦ô

(i
P1 i′, j

P2 j ′)
ý¾è�æ?çeè)õRåTðaïRò[�

�}ôRè¯æ?õ��|ðbëaðZæ?ç~ì í¯æ]ñdçeðbî�èjå�æ?ïRöÂæ?çeçdæXìDå�îjæ?ïx�@è!èXæ?åeðbë�ìÎîXæ]ëbîjõ_ëZæ]ñTèjö�gDðZæ�ñdôRè4óKêtëaëbêný�ðbï_ò
çTè�îjõRçeåTðbê?ï è0iDõRæ]ñdðaêtïRå���y êtç

M loop
� (r, s)

ý è�ô æ"g?è

M loop
� (r, s) =

�>��	




M bb(r, s) +M loop
� (r′ + 1, s′ + 1)

ðaó&í¯æ]ñdî¦ô
(r

P1 r′, s
P2 s′)

M rb(r, s) +M loop
� (r + 1, s+ 1)

è�ëbåeè�ð�ó$ç8��ö
P1(r) ∧

ç·�@ö
P2(s) ∧ í¯æ]ñdî¦ô (r, s)

1 +M loop
� (r + 1, s+ 1)

è�ëbåeè�ð�ó$í¯æ]ñTî¦ô
(r, s)

0
ê?ñTôRèjç~ý�ðbåTè

s’r r’
r+1

s
s+1G G

A
G

A

G

C

G

A

G

G

A

U

C
A

G

G

C

d�«c®n²r­B�jitÁ#k�´?³B�d©hµB«¤£X©�³B£ ©h�T´t³�¢¤£]£X¥=Á
ã�ê?ñTèÆñdôRæ]ñ ð�ó

r
æ?ï_ö

s
æ?çTè�ñdôRè;ëaè�ó8ñÊèjïRöRå)ê]ó�ñdôRèm�@êtïRö_å

r
P1 r′ ∧ s P2 s′

÷®�Rõ_ñ
ñdôRèh�@êtïRöRå�æ?çeè�ïRê?ñMí¯æ]ñdî¦ô æ%�Rëbè]÷?ñdôRè�ï�ñTôRðbåMîjæ?åTè�ðbå�î�ê�gtèjçeèjö��rì;ñTôRè}ñdôRðaçTö!îXæ]åTè��-�wèjçTè]÷
r + 1

æ?ïRö
s + 1

æ?çTè�É�¹(µ ðaï ñdôRè!ådæ]í¯è4ëaê|êtéÇæ]å
r, s

���}ôRèjçeè�óKêtçeè?÷#ý¾è!î�êtïRåTðaöRèjç)ñTôRè
îXæ?åeè;ý�ôRèjçeè;ñdôRèÆíËæ(�|ðaíËæ?ë�í¯æ]ñdî¦ô_ðbïRò¯è
�Dñdè�ïRöRå)ñdê�ñTôRè;ïRèj�|ñ�ëaê|ê?é�gDðZæ¯ñTôRè4ëbèÀó8ñ è�ïRöRå
ê?ó¾ñWý ê¦�@êtïRöRå0���}ôRðbå�îXæ?åeè¯ðaå�öRèjéRðaî�ñTèjöÍðaï¢y&ðbòtõRçeè}s?�

r
æ?ïRö

s
öRê í¯æ]ñTî¦ô�÷�ý�ôRèjçeèXæ?å

ñdôRè3�@êtïRöRðaïRò�é æ?ç~ñdïRè�çTå
r′
æ?ïRö

s′
ö_ê�ï_ê?ñ�íËæ¸ñdî¦ô����}ô_è�î�õRçTçeèjïrñdë�ì îjê?ïRåTðaöRèjçeèjöÈëbêDêté

ðbå�èjï_îjðbçeîjëaèjö�� � ðaïRîjè
r + 1

æ]ïRö
s+ 1

ðbï�ñdô_è�î�êtïrñdðbò?õRêtõRå�ëbêDêté+öRê�íËæ¸ñdî¦ô�÷Rý èÆÿhïRêný
ñdô æ¸ñ ý è îXæ]ïËîXæ]ëbîjõ_ëZæ]ñTè

M loop
� (r, s)

çeèjî�õRçTåeð�gtè�ëaì}�rì�îXæ?ëaîjõRëbæ]ñdðaïRò
M loop
� (r+ 1, s+ 1)

�

äÊå¾ñTôRèÊï_è
�Dñ}åeñTèjé�÷Dý¾èÊöRè0k ï_èÊñdôRèÊæ?õ��|ðbëaðZæ?ç~ì!æ?çeçdæXìDå
Reachr \ end(RDist) æ?å ý èjëaë6æ?å

M r \ end(RDist) óKê?ç¾æÆò?ð�gtè�ï�ëbêDêté��
RDist

ðbå�ñdôRè�öRðbå~ñ¦æ?ïRî�è�ñTêÆñdôRèÊçTðbò?ôhñ èjï_ö�ê?ó�ñdô_è

���



æ?�©	

i i’

U

G
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G

A
A
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C

A

C

G

A
A

C

C

G

G

C

G

C

j’j

U

G

A

G

G

C

C

G

C

G

C
CG

C G

A

CC
C A

C

C
A

���©	

i i’

CUT

U

G

A

C

G

C C

GC

G

CC

G A

CC

A

j’j

U

G

A

C

A
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A
A

C
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C

G
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d6«c®n²r­B�jl?Á�õ*°h�}³�º&£�¥_£nµBµB«c¹r¢¤�}¬�§XµB�¦µ*±8£X­
M bb(i

P1
i′, j

P2
j′)

îjëaêtåTðaïRò��@êtïRö��Rø¾êtï_åTðbö_èjç ñTôRèÊîjæ?åTè�ý�ôRèjçeèÊý¾è�ý�æ?ïrñ ñdêÆí¯æ]ñTî¦ôËñWý¾êÆëbêDêtéRå æ?åTåeê|î�ðZæ]ñTèjö
ý�ðañTôÂñdô_è��@êtïRöRå

i
P1 i′

æ?ïRö
j

P2 j ′
�F�#è�ñ

len
�@è¯ñdô_èËí�ðbïRðaí;õRí
ê]ó�ñdôRè�ñWý¾ê

ëbêDêté�ëbè�ïRò?ñTôRåj÷=æ?ï_ö
0 ≤ RDist < len

���}ôRèjï

Reachr \ end(0) =




true

ð�ó&í¯æ]ñTî¦ô
(i′, j ′)

false
ê]ñdôRè�çeý�ðbåeè æ?ïRö

M r \ end(0) =





1
ðaó%í¯æ]ñdî¦ô

(i′, j ′)

0
ê?ñdô_èjçeý�ðaåTè

y êtç
1 ≤ RDist ≤ lenmin

÷�ëaè�ñ
r =

ëaè�ó8ñ RDist
R1

(i′)
æ?ïRö

s =
ëaè�ó8ñ RDist

R2
(j ′)

��è�ñdôRè�ñWý¾ê
é�ê?åTðañTðbêtï_å�ý�ðañdô+öRðaåeñdæ?ïRîjè

RDist
ñTê�ñTôRè�çTðbò?ôhñ�è�ïRö ê]ó$ñdô_è�î�êtïRåeðböRè�çTèjö ëbêDêtéRå0�[�}ôRèjï

ý¾è�ê��_ñdæ?ðbï

Reachr \ end(RDist) = Reachr \ end(RDist− 1) ∧ íËæ]ñTî¦ô (r, s)

M r \ end(RDist) =




M loop
� (r, s)

ðaó
Reachr \ end(RDist)

M r \ end(RDist− 1)
ê]ñdôRè�çeý�ðbåeè

.

�}ôRè�íËæ]ñTçTðT�
M rb(i′, j ′)

ñTôRèjï�ðbå�åTðaí¯é_ëaì

max
0≤Rdist<lenmin

{
M r \ end(RDist)

}

y êtç ñTôRè
M bb í¯æ]ñdçeðl��÷rñdôRè�çTè)æ?çeèÊñWý ê4öRð�¤�èjçeèjïrñ}îXæ]åTèjå�æ]å�åTôRêný�ï+ðbï�y$ðbò?õRçTè������Wï�ñTôRè

k çTå~ñÊîjæ?åTèÆæ?�`	À÷Rñdô_è�èj�|ñTèjïRåeðbêtï_å�óKçTê?í ñdôRè�ðbïRð�ñdðbæ?ë6í¯æ]ñdî¦ô_ðbïRò
(i, i′)

ñTê¯ñTôRè�çeðbòtôrñj÷=æ?ïRö
ñdôRèÆè
�Dñdè�ïRåTðaêtïÎóKçTêtí

(j, j ′)
ñTêËñdô_èÆëbèÀó8ñ öRêËïRê?ñ ê�g?èjçTëbæ?é�÷=ý�ôRèjçeèXæ?å�ñdôRèÀìÎöRê�ê�g?èjçTëbæ?é

ðbïÈñdôRè¯åTèjî�êtïRö îjæ?åTè��|	
�Fy=ê?ç�ñTôRèËåeèjîjê?ïRö îXæ?åeè?÷%ý¾è�ö_êÎïRê?ñ�ÿhïRêný,èj�_æ?î�ñTëaìÂôRêný ñdê
íËæ¸ñdî¦ôÂñTôRèËê�g?èjçTëbæ?éRéRðaïRò éRæ?çeñ��z�wèjïRî�è?÷&ý è�ô æ"g?èËñdê îjêtïRåeðböRè�ç;æ?ëaë�é�ê?åTåTð��Rëbè�ã
ñ-µLÝ�ðbï
ñdôRèÆåTí¯æ?ëbëaèjç�ëbêDêté�÷ í¯æ?çTÿhðaïRò¯ñTôRè;îjê?çTçTè�åTé@êtïRöRðaïRòËè�ïRöRå)ê?ó$ñdôRè;èj�Dñdèjï_åTðbê?ïRåÊóKçTê?í ñTôRè
ëbèÀó8ñ)èjïRö_å�æ?ïRö óKçTêtí ñdô_è4çTðbò?ôhñ èjïRöRå�ê?óMñTôRè4ëbêDêté��®�}ôRè4è
�DñTèjïRåeðbêtïRå)óKçeêtí ñTôRè4çTðaòtôrñ
èjïRö_å æ?çeèÈæ?ëbçeèXæ?ö_ì îXæ?ëaîjõRëbæ]ñdè�ö(ðaïEñdôRè

M r \ end í¯æ]ñTçTðl��� v ïRë�ì óKêtç�ñTôRèÂö_è0k ïRð�ñdðaêtï
ê?ówñdôRè�çeèjîjõ_çTåTðaêtï è�ihõ æ]ñTðbêtï�÷&ý¾è+öRè
k ïRè

M l \ end(LDist) æ?ïRö Reachl \ end(LDist)æ?ï æ?ëaêtòtêtõ_åTëaìÈñdêÇè0iDõRæ]ñdðaêtïRå��Mn�	;æ?ïRö � ��	�÷*çTè�åTé@èjîÀñdð�g?èjë�ì��üy êtçÆñdô_è�ðaí¯é_ëbèjí�èjïrñdæ]ñdðaêtï�÷
ý¾è�ïRè�èjö+ñdê!åeñTêtçTè�êtïRë�ìËñTôRè�îjõRçeçTèjïrñRg]æ?ëbõRè�å

M l \ end æ?ïRö Reachl \ end �

ã�êný ëaè�ñ
leni,i′

�uçeèjåTé��
lenj,j′

	��@è | ëbêDêté (i P1 i′)| �uçeèjåTé�� | ëbêDêté (i P1 i′)| 	�÷�æ?ïRö

��s



ëbèÀñ
lenmin = min{leni,i′ , lenj,j′}

�[�}ôRèjï�ý¾è�ô æ"g?è

M bb(i, j) = max
0 ≤ LDist < LenMinmKn oBp�q>nsr�p
o LDist

P1
(i) nstvuxw�oy{zs|~} o | ux��w }!y�� w�u8�





M l \ end(LDist)
+ M r \ end(RDist)





�L�I	

ý�ôRèjçeè
RDist =




leni,i′ − LDist

ðaó
lenmin = leni,i′

÷

leni,i′ + (leni,i′ − lenj,j′)− LDist
ê?ñTôRèjç~ý�ðbåTè%�

�}ôRèÆî�êtïRöRð�ñdðaêtï çeðbòtôrñ LDist
P1

(i)
á£Ý�É�¹(µh´�³£²LÊjµo²
É®¶�¹WÊm´�ß
¹(É®¶ òtõRæ?çdæ?ïrñTèjèjåwñdô æ¸ñ�ý è;öRê

ïRê?ñ�îjõ|ñ�ðaï ñdôRè�í¯ðaöRöRëaè;ê?ó¾æ��@êtïRö�÷�ý�ô_ðbî¦ôÉðaå)è
�|îjëaõRöRè�öÉåTðaïRîjè4ý èËæ]çTè!îjêtï_åTðbö_èjçTðaïRò
��ê?ïRö��Wé_çTèjåeèjç g|ðaïRò;í¯æ]ñdî¦ô_ðbïRòtå�êtïRë�ì��-�}ôRèÊñTèjçTí

(leni,i′ − lenj,j′)
ðbï�ñdôRè åeèjî�êtïRö�é æ?ç~ñ

ê?óMñdôRè4ö_è0k ïRð�ñdðaêtï ê?ó
RDist

ðbå�ñdê�îjê?í¯é@èjïRåTæ]ñdè;óKê?çÊñdôRè4ëaêtïRòtè�ç ëbè�ïRò?ñTô ê?óMñdôRèmk çeåeñ
ëbêDêté�� 1

y$ðbïRæ?ëbë�ìt÷?ý è îjê?ïRåTðaöRèjç�ñdôRè
M(r, s)

èjïrñdçeðbèjå0�[�#è�ñ
r
æ]ïRö

s
æ?òtæ?ðbïO��èwñWý¾ê¯� æ]åTèjå¾ê?ó�ñdô_è

ëbêDêtéRå�öRè0kRïRèjö
i

P1 i′
æ]ïRö

j
P2 j ′

ý�ð�ñdôÉö_ðbåeñdæ?ïRî�è
RDist

ñdê ñTôRèËçeðbòtôrñ�ëbêDêté
èjïRö_å

i′
æ?ïRö

j ′
÷]çTè�åTé@èjî�ñTð�g?èjëaì����}ôRè¨g]æ?ëaõRèjå*ê]ó

M(r, s)
æ]ïRö

Mloop(r, s)
æ?çeè�è�ihõ æ?ë|óKêtç

æ?ëbë�è�ïhñTçTðaèjå
M(r, s) 6= 0

�
M(r, s)

ðbåoqjè�çTê�ðaó$ñdôRè�çTè;ðaåÊåTê?í¯è
(r′, s′) ≺ (r, s)

ñdô æ]ñÊðbå
íËæ¸ñdî¦ô æ��_ëbè��(�}ôRðaå*ëbèjæ?öRå&ñTê ñdôRè óKêtëbëaê�ý�ðaïRòwè�ihõ æ]ñTðbêtï�¾

M(r, s) = 0
ðaó ¬ í¯æ]ñTî¦ô (r, s)

ê?ç
íËæ¸ñdî¦ô

(
ëbè�ó8ñ

R1(r),
ëaè�ó8ñ

R2(s))
êtç
Reachr \ end(RDist) ÷=æ?ïRö M loop

� (r, s)
ê?ñTôRèjç~ý�ðbåTè%�

F 2�Ò�ÐDß&Þ�Ý.T�*�Ý#Þ�Ð

�}ôRè�í¯æ?ðbïÈéRçeê|î�èjöRõRçeè�îjê?ïRåTðaåeñdåÆê?ó}ñWý¾ê óKêtç �ÔëbêDêtéRåj÷�èjæ?î¦ô îXæ?ëaëbðaïRò�æÍ� æ?åeè
�WéRæ?ðbç�óKçTêtí
ñdôRè¦kRçTåeñ�æ?ïRöEåTè�îjêtï_öHâwã�ä�÷�æ?ïRöEé@èjç~óKêtçTí�åËñTôRèÎé æ]ñeñdè�çTïþåTèjæ?çTî¦ôEóKçTê?í ðaïRïRèjç¯ñdê
êtõ_ñTèjçMëbêDêtéRå0���ÔñMîXæ]ëbëbå&ñdôRè�éRçeê|î�èjöRõRçeè��"�E���E�{�+�/�/�/���
�����K�/�~���+ý�ôRðaî¦ô¯ðaïRðañTðZæ]ñTèjå&ñTôRè
îXæ?ëaîjõRëbæ]ñdðaêtï�ê?ó$æ?ëaë�íËæ¸ñdçTðaîjè�å}è
�|îjè�é_ñ

M bb(i, j)
óKê?ç�ñWý¾ê}��ê?ïRöRå

i
P1 i′

æ?ïRö
j

P2

j ′
÷=æ?åeåTõRí�ðbïRò;ñTô æ]ñwæ?ëaë�í¯æ]ñdçeðl�¯èjïrñdçeðbè�å�óKê?ç}ëbêDêtéRå}æ��@ê�gtè�æ?çTè�æ]ëbçTèjæ?ö_ìËîXæ?ëaîjõRëbæ]ñdè�ö��?�Wï

æ?öRöRð�ñdðaêtï�÷$ð�ñ4îXæ]ëbîjõ_ëZæ]ñTèjå;ñdô_è�ëaê|ê?é ëbèjï_ò?ñdôÖê?ówñdôRè+åeíËæ?ëaëbè�çÆëbêDêtéÖæ?ï_ö ñTôRè�öRðbå~ñ¦æ?ï_îjè
ê?ó�ñdô_è�ñWý ê�ëbêDêté ëaèjïRò?ñTôRå¯�8ý�ôRðbî¦ô ðaå�ö_êtïRè;ðaï ñdô_è;åTõ[�-�WéRçeê|î�èjöRõRçeè��j���K���+�5�<�h���~���
�/�/�/���+���<��÷ åTè�è�æ]éRé�è�ïRöRðT�|	j�

�}ôRè çeèXæ?ë}îjæ?ëbî�õRëZæ¸ñdðbê?ï ê]óÊñdô_èjåTè íËæ¸ñdçTðaîjè�å4ðbå�öRêtïRè�ðbïÖñdôRè�åTõ?���WéRçeê|î�èjöRõ_çTè������/���
�����K�/�~���¾÷=ý�ô_ðbî¦ô ñTçdæ"gtè�çTåTè�å ñdôRè�ëbêDêté óKçeêtí çTðaòtôrñ�ñTêËëbèÀó8ñ¯�âgDðZæ�ñTôRè4æ?é_éRëbðaîXæ]ñTðbêtï+ê?ó
ëbèÀó8ñ
·(·)

óKõRïRîÀñdðaêtï�	
���}ôRè óKõRïRî�ñTðbêtï��/�/�/���
�S���K�/�~��� ô æ?å¯ñWý êÍí�ê|ö_èjåËî�êtïRî�èjçTï_ðbïRò
ý�ôRè�ñTôRèjç�ý¾è åeñdæ?çeñTèjö ñTôRè ëaê|ê?é��ÔñTçdæ"gtè�çTådæ]ë�ý�ðañdô§��ê]ñdô çTðbò?ôhñ�è�ïRöRå

i′, j ′
êtç!ïRê?ñ"���Wï

1 Å�© ³W°h�;¬�§XµB�;³W°D§j³
i

P1
i′
«¤µ ³W°h�4µWª�§j¢c¢¤�d­)¢¤£?£X¥=¿�³W°h�d©Ç£�¡��d­W¢�§j¥r¥r«c©r® £j± ³W°h�;¢¤�T±Z³�§j©h�

­W«c®n°]³�ª�§j³B¬B°É�T´?³B�d©hµB«¤£X©hµ�«¤µ�§j¢c­B��§X�t¨ �T´r¬d¢c²h�r�¦�Ç¹]¨Î�r�TÃh©r«c³W«¤£X©=¿*§j©h� º$���r£�©h£X³�©h�¦�¦�Ç³B£
¬¦£Xª)¥R�d©hµ~§j³B��±8£X­�«c³

���



e�� ;&Ü�Ý#à�ÐDÞ%ß%Ü�Ð �<�K���E�{�+�/�/�/���
�S���K�/�~���Å�
i, i′, j, j ′

	
°��

reach = � ���M�{�+�/�/�/���+�$�.�����~��� � (i′, j ′, i′, j ′)ô��
(loop ¡ size, loop ¡ dist) :=

�/�/���.�
�����E�/�~���
(i′, j ′, i, j, i′, j ′, reach, true)%v�

k := i′9�� ¢ ù%á£_LÐ
k > i + 1

Þ�Ý
i��

k :=
ëbèÀó8ñ

R1(k)l�� � ���M�{�+�/�/�/���+�$�.�����~��� � (k, j ′, i′, j ′)¤ � �/�/�/���
�����K�/�~���
(k, j ′, i, j, i′, j ′, false, false)¥ � ÐDÚ%Þ ¢ ù&á`_,Ð

e§¦��
l := j ′e�e�� ¢ ù%á£_LÐ

l > j + 1
Þ�Ý

ej°��
l :=

ëaè�ó8ñ
R2(l)ejô�� � ���M�{�+�/�/�/���+�$�.�����~��� � (i′, l, i′, j ′)ex%v� �/�/�/���
�����K�/�~���

(i′, l, i, j, i′, j ′, false, false)e§9�� ÐDÚ%Þ ¢ ù&á`_,Ð
e§i�� Ü�ÐrÛ�ß�Ü¸Ú

(loop ¡ size, loop ¡ dist)e¨l�� Ð|Ú%Þ-;%Ü¸Ý�à�Ð|Þ%ß�Ü(Ð
d6«c®n²r­B� ¤ Á 6 ³~§j­W³W«c©r®�¥R£X«c©¸³Bµ £j±6¢¤£?£X¥4º$§j¢cÄ?«c©r®

ñdôRèRk çTå~ñ¾í�êDöRèm�KðbïRð�ñdðbæ]ñdè�ö4ðbïËëaðbïRè}ê]ó©�"�E���E�{�+�/�/�/���
�����K�/�~���Á	À÷�ý¾è îjæ?ëbî�õRëZæ¸ñdèwæ?ëbåeê
ñdôRè+æ]çTçdæXì

M r \ end ÷*æ?ï_ö í�ê�gtè�ñTôRè M(r, s)
öRêný�ï ñdê

(i′, j ′)
óKêtç;æ?ëbë

(r, s)
ý�ôRèjçeè

Reachr \ end ðaå�ñdçeõRè��Å�}ôRðaå+é æ?çeñ+ðaå�öRêtïRèä�rì ñTôRèÇåTõ[���ÔéRçTêDîjè�öRõRçeèX�/�/�/���+�ª�<����«
�uëaðbåeñTèjö�ðaïËñdô_è)æ?éRé@èjïRö_ðl�[	
���Wï�ñdôRè åeèjî�êtïRö+í¯êDöRè]÷Dý�ôRè�ï¬�����/���W�����E���~���Éðaå¾îXæ]ëbëbè�ö
ý�ðañTôEêtïRëaì êtïRè çTðbò?ôhñ�èjïRö �Këbðbï_èjå�Æ æ?ï_öø�"� ê?ó­�"�E���E�{�+�/�/�/���
�����K�/�~���Á	À÷$ñTôRèjï
ý¾è!ÿhïRêný ñTôRè4çTðaòtôrñ)èjï_öRå)îXæ?ï_ïRê?ñf�@è4ðbïÇæ?ïrì í¯æ]ñdî¦ô_ðbïRò�î�êtïRåeðböRè�çTèjöÇñdô_èjçTè%���Wï ñdôRðaå
e�� ;&Ü�Ý#à�ÐDÞ%ß%Ü�Ð �/�/�/���
�����K�/�~���Å�

r, s, i, j, i′, j ′, reach, right ¡ ends 	°��
RDist = 0ô�� ¢ ù%á£_LÐ

r > i ∧ s > j
Þ%Ý

%v�
r′ := r; s′ := s; r :=

ëaè�ó8ñ
R1(r′); s :=

ëbèÀó8ñ
R2(s′)9��

RDist = RDist+ 1i�� á®?°¯ ���!���8�h�.����«
(r, s) ∨ ¯ �/��±��8�h�.����« (rr, r, sr, s)

Û�ù�ÐDÚ
l�� �²�E���/���§�ª�<��³������~�/�

(rr, r, sr, s′)¤ �
M(r, s) := M loop

� (r, s); M(r′, s′) := 0¥ � Ù�?
right ¡ ends Û�ù�Ð|Ú �/�/���.�+�ª�"����«

(r, s, i, j, i′, j ′, reach, RDist)e§¦�� ÐK_,Ò�Ð
e�e��

M loop
� (r, s) := 0; M(r, s) := 0; reach := falseej°�� Ù�?
right ¡ ends Û�ù�Ð|Ú

M r \ end(RDist) := M r \ end(RDist− 1)ejô�� ÐDÚ%Þ á®?
ex%v� ÐDÚ%Þ ¢ ù&á`_,Ð
e§9�� á®?

right ¡ ends Û�ù�Ð|Ú
e§i�� çeè�ñdõ_çTï´�µ���K���§�ª�<�h���~���+�/�/�/���+���<�

(r, s, i, j, RDist)e¨l�� ÐDÚ%Þ á`?
e ¤ � Ð|Ú%Þ-;%Ü¸Ý�à�Ð|Þ%ß�Ü(Ð

d6«c®n²r­B� ¥ Á�õ*°h�}¥r­B£?¬¦�¦�t²r­B�}¢¤£]£X¥�º$§j¢cÄ?«c©r®�«¤µ�®�£X«c©r®)±Z­B£Xªû£X©h�}¹D§XµB�}³B£ ³W°h��©h�T´?³

��Æ



îXæ?åeè?÷¾ý è í¯ænì ïRê?ñ�îXæ?ëaîjõRëbæ]ñdè�ñdôRè
M r \ end æ?çeçdæXì�� �}ôRè åTõ[�-�WéRçeê|î�èjöRõRçeè²�²�E���/���

�5�<��³����!�~���ÂðbåFweõRå~ñ�æ?ï+ðbí�éRëbè�í¯è�ïhñdæ]ñdðaêtï�ê?ó&çTè�îjõRçeåTðaêtï�ª�ihõ æ¸ñdðbê?ï �,��	 óKêtç
M loop
�

�

�}ôRèMåTõ[�-�WéRçeê|î�èjöRõRçeè � ���M�{�+�/�/�/���+�$�.�����~���<�*ê?ó��<�K���E�{�+�/�/�/���
�S���K�/�~���~weõRåeñ�ðaïRðl�
ñdðbæ?ëbð�qjèjå�ñdôRè!í¯æ]ñdçeðbîjè�å óKêtç ñdô_è�å~ñ¦æ?ç~ñdðaïRò+é�êtðaïrñdå����WïÂí�êtåeñ�îjæ?åTè�åj÷#ñdôRè!ðaïRðañTðZæ?ë�g]æ?ëbõRè�å
æ?çTè�p��uåeðbïRî�è¯ý è�îXæ]ïRïRê?ñÆô æ"gtè�æ í¯æ]ñTî¦ôÍðaó ý¾è�ö_êÎïRê?ñÆåeñ¦æ]çeñÆý�ð�ñdôÈñdôRè�çeðbòtôrñ �Wèjï_öRå
öRõRè!ñdê�ñdô_è¯å~ñdçTõ_î�ñdõ_çTè�îjêtïRö_ðañdðaêtï�	j���}ôRè�êtïRë�ì è
�|îjè�é_ñdðaêtïÈðbå�ðaóMý è¯å~ñ¦æ?ç~ñ�ý�ð�ñdô���ê]ñdô
çTðaòtôrñ}èjïRö_åj÷@æ?ïRö�ñdô_èjåTè�çeðbòtôrñdå}è�ïRöRå�öRê!í¯æ]ñdî¦ô��?�Wï+ñTôRðbå}îjæ?åTè]÷Rý¾è�ðaïRðañTðZæ?ëað£qjè}ñTôRè)îjêtçW�
çTè�åTé@êtïRöRðaïRò�íËæ¸ñdçTðT� èjïrñdçeðbèjå�ý�ðañdô������}ôRè4åeõ[���Wé_çTêDîjèjö_õRçTè � ���M�{�+�����/���§�$�������~���<�ðbå}ëaðbåeñTèjö+ðbï�ñTôRè�æ?éRé@èjïRö_ðl���

�}ôRèÊï_è
�Dñ�å~ñdèjé�ðaå�ñdêÆîjæ?ëbî�õRëZæ¸ñdè
M bb(i, j)

÷rý�ôRðaî¦ô�ðbå�öRêtïRèR�rì¯ñTôRèwéRçTêDîjè�öRõRçTè5�/�/�/���
�$�.����«��~���Y�{�/�/�/���+�$�.����«��~���ÖðbåwîXæ?ëaëbè�ö�´8ÊjµA²
º&�"�E���E�{�+�/�/�/���
�����K�/�~��� ðaåRkRï��
ðbåeôRèjö��(�WïÆé_çTðbï_îjðbé_ëbè?÷XñTôRðbå%ðbå[weõRå~ñ�æ?ï�ðbí�éRëbè�í¯è�ïhñdæ]ñdðaêtï)ê?óRñTôRè�çTèjî�õRçTåeðbêtïÆè�ihõ æ]ñTðbêtï��,�I	j�
� ðbï_îjè}ý¾è�öRê�ïRê?ñ�ý¾æ?ïrñ�ñdê�íËæ]ðbïrñ¦æ?ðaï4æ?ïRê]ñdôRè�çMæ?çTçTænì

M l \ end(LDist) ÷tý è�åeñTêtçTè�êtïRë�ìñdôRèfg]æ?ëbõ_è�óKê?ç�ñTôRèÆî�õRçTçeèjïrñ
LDist

ðbï�ñTôRè�g]æ?çeðZæ��Rëaè
M l \ end ���}ôRè�éRçTêDîjè�öRõRçeèÆí¯æ?ðbï��

ñ¦æ?ðaïRåÊñTôRçTè�è4ïRèjðaòtôI��êtçeðbïRòËîjèjëaëbå
(rl, sl)

÷
(r, s)

æ?ïRö
(rr, sr)

�
(rl, sl)

î�êtçTçeèjåeé�êtï_öRå)ñdê
LDist− 1

÷=æ?ï_ö
(r, s)

ñdê
LDist

�|�}ô_è�î�õ_ñ�ý�ðbëaë���èK�@è�ñWý èjè�ï
(r, s)

æ]ïRö
(rr, sr)

�
e�� ;&Ü�Ý#à�ÐDÞ%ß%Ü�Ð �/�/�/���+�$�.����«��~���Å�

i, i′, j, j ′, i ¡ i′ ¡ lens, lens ¡ dist 	°��
LDist := 0ô�� á®?°¯ �/��±��8�h�.����«

(i, i′, j, j ′)
Û�ù*ÐDÚ

%v�
M l \ end := 0; Reachl \ end := true9��
rr := i; r := i; rl := i; sr := j; s := j; sl := ji�� ¢ ù%á£_LÐ

rr < i′ ∧ sr < j ′ ∧ Reachl \ end := true
Þ�Ý

l��
rl := r; r := rr; rr :=

çTðaòtôrñ
R1

(rr); sl := s; s := sr; sr :=çTðbò?ôhñ
R2

(sr);¤ � á`?°¯ �������8�h�.����«
(r, s) ∨ ¯ �/��±��8�h�.����« (rr, r, sr, s)

Û�ù�Ð|Ú
¥ �

M l \ end =
�²�K�<��±��§�ª�<��³������~�/�

(rl, r, rr, sl, s, sr,M l \ end)e§¦�� ÐK_>Ò�Ð
Reachl \ end := false

ÐDÚ%Þ&á®?
e�e�� á`?

Reachl \ end ∧ ¬ ¯ �/��±��8�h�.����« (rl, r, sl, s)
Û�ù�Ð|Ú

ej°�� ¶ �~�E���+� ¯{¯
(i, i′, j, j ′,M l \ end, LDist, i ¡ i′ ¡ len, lens ¡ dist)ejô�� ÐDÚ&Þ á®?

ex%v�
LDist := LDist+ 1e§9�� ÐDÚ%Þ ¢ ù%á£_LÐ

e§i�� ÐK_,Ò�Ð
M bb(i, j) := 0

ÐDÚ%Þ á`?
e¨l�� Ð|Ú%Þ-;%Ü¸Ý�à�Ð|Þ%ß�Ü(Ð

d6«c®n²r­B�fe§¦tÁDÐ*§j¢¤¬d²r¢�§j³W«¤£X©Ë£j±
M bb

�}ôRè�åTõ[���ÔéRçTêDîjè�öRõRçeè ¶ �~�K�#�+� ¯�¯ åeè�ñTå�ñdô_è�è�ïrñdçeì�ê?ó
M bb(i, j)

ñdê!ñdôRè�î�õRçTçeèjïrñ í¯æ(�I�
ðbí;õ_í æ?î�îjêtçeöRðbïRòÇñdêÈè�ihõ æ¸ñdðbê?ï

4
�uåeèjè æ?éRé@èjïRö_ðl�[	
���}ôRè�åTõ[�-�WéRçeê|î�èjöRõRçeè·�²�K�<��±��

�5�<��³����!�~��� ðaå�ðbï é_çTðbï_îjðbé_ëbè)êtïRë�ì�æ?ï ðaí¯é_ëbèjí�èjïrñdæ]ñdðaêtï�ê?ó*ñTôRèÆçeèjîjõ_çTåTðaêtï è0ihõ æ]ñdðaêtï
óKêtç

M l \ end ñ-É®¶-²
º ñdô_è�î�êtïRöRð�ñdðaêtïÉñdôRæ]ñ
Reachl \ end ðbåÆñTçTõRè%�Á�Ôñ!ðbå!æ?åeåTõRí�èjöÖñdôRæ]ñ

M l \ end ðbå�æ?ëbçeèXæ?ö|ì4îXæ?ëaîjõRëbæ]ñdè�ö¯õ_é¯ñdê (rl, sl)
ý�ô_èjï¸�²�K�<��±��§�ª�<��³������~�/� ðaå�îjæ?ëbëaèjö�÷

æ?ïRöÎñTô æ]ñ ý è;ý�æ]ïhñ)ñTê�îXæ]ëbîjõ_ëZæ]ñTèÆðañ�óKêtç�ñTôRè4çTðaòtôrñ ïRè�ðbòtôI�@êtçTå
(r, s)

ê]ó
(rl, sl)

���}ôRè
îjõRçeçTè�ïhñTëaì�îjê?ïRåTðaöRèjçeèjö�î�õ_ñ�ðaï&�/�/�/���+�$�.����«��~���Çðbå��@è�ñWý èjèjï

(r, s)
æ?ï_ö¯ñdô_èjðbç�çTðaòtôrñ

��½



ïRèjðaòtôI��ê?çTå
(rr, sr)

�

äÊå+îXæ]ï �@èÈåeèjè�ï óKçTê?í ñdô_èÂöRè
k ïRð�ñdðbê?ïEê?ó
M r \ end ðbïÕªÁihõ æ]ñdðaêtï �Mn�	�÷¾ñdôRèÇçeèjîjõ_ç �

åTðaêtïÇè�ihõ æ]ñTðbêtïÈõRïRöRè�ç�ñTôRðbå)î�êtïRöRð�ñdðaêtï ðbå�ðbïÇéRçeðbïRî�ðbéRëaè4æ?ï æ]ëbêtòtê?õRå ñdê�ñdô_è�çeèjî�õRçTåeðbêtï
è�ihõ æ]ñTðbêtï óKêtç

M loop
�

ò?ð�gtè�ï ðbïÇªÁiDõRæ]ñdðaêtï �>��	
���}ôRèjçeèÇæ?çTè�ñWý¾êÉöRð�¤�èjçeèjïRî�èjå��¨y$ðbçeåeñX÷
ñdôRè�æ?ï æ]ëbêtòtê?õRå}îXæ?åeè��8ý�ðañdô�çTðaòtôrñ�æ?ïRö�ëbè�ó8ñwèj�_î¦ôRæ?ïRòtè�ö�	wåeôRêný�ïÎðbï�y$ðbò?õRçTèfs�îXæ?ïRï_ê?ñ
ô æ?éRé@èjï åTðaïRîjè�ý¾è�ô æ"gtè

Reachl \ end � � ðaïRîjè)ñTôRðbå�îXæ]åTèÆðaå�ïRê?ñ�ñdçeèXæ]ñTèjö åeèjé æ]çdæ]ñTèjëaì�ðbï
ªÁiDõRæ]ñdðaêtï �>��	�÷$ý¾è�öRêÇïRê?ñ!åeèjè�æ?ïrìÖöRðl¤6è�çTèjï_îjèjå!ôRè�çTè%� � èjî�êtïRö�÷�ñdô_è�çTèjî�õRçTåeðbêtï çTèj�
ihõRðbçeèjå}ñdê�è0g]æ?ëaõ æ]ñdè ñTôRçTè�è�îjèjëaëbå��âk çTå~ñ�îjæ?åTè�ðbï�ªÁihõ æ]ñTðbêtï¢�>��	
�|�}ôRè�åTè�ñdôRçeèjè�îjèjëaëbå�æ?çeè
ôRèjçeè;òtðlgtèjï��rì

(rl, sl)
÷

(r, s)
æ?ïRö

(rr, sr)
÷@çeèjåeé�è�î�ñdðlgtè�ëaì����¾õ_ñ�ý¾è;ö_ê�ïRê?ñ�ô æ"gtèÆñTôRè

îjêtçeçTè�åTé@êtïRöRðaïRò�ñTôRçTè�è
Reachl \ end èjïrñdçeðbèjå0�|�Éè�ô æ"gtè�êtïRë�ìËñTôRè�îjõRçeçTèjïrñ

Reachl \ end�uî�êtçTçeèjåTé@êtïRö_ðbïRò�ñdê�îjèjëaë
(rl, sl)

	À÷@æ?ïRö�ñdôRè�êtïRè�ý¾èÆæ?çTè�îjõ_çTçTè�ïrñdëaì�îjæ?ëbî�õRëZæ]ñTðbïRò��KîjêtçW�
çTè�åTé@êtïRöRðaïRò;ñdê;î�èjëaë

(r, s)
	
���}ôRðbå�îjæ?ï���èÊåTêtëlgtèjö��rìËëbêDêtÿhðbïRò�ðbïËñTôRèoúWóKõ_ñTõRçTèjû¦÷hý�ôRðbî¦ô

ðbå}öRê?ïRè�ðbï+ëbðaïRèf�;ê?ó&éRçTêDîjè�öRõRçTè¹�²�K� ��±��+�ª�<��³������~�/�Á�
e�� ;&Ü�Ý#à�ÐDÞ%ß%Ü�Ð �²�K�<��±��§�ª�<��³������~�/�ü�

rl, r, rr, sl, s, sr,M l \ end 	
°�� á®?°¯ �/��±��8�h�.����«

(rl, r, sl, s)
Û�ù�ÐDÚ

ô��
M l \ end := M l \ end +M bb(r, s)%v� ÐK_,Ò�Ð�á®? ë£�@ö

P1(r) ∧ ë£�@ö P2(s) ∧ ¯ �������8�h�.����« (r, s)
Û�ù�ÐDÚ

9�� á®? ¬ ¯ �/��±��8�h�.����« (r, rr, s, sr)
Û�ù*ÐDÚ

i��
M l \ end := M l \ end + 1 +M loop

� (r + 1, s+ 1))l�� ÐDÚ%Þ á®?
¤ � ÐK_,Ò�Ð�á®?°¯ �����.�8�h�.����«

(r, s)
Û�ù*ÐDÚ

¥ �
M l \ end := M l \ end + 1e§¦�� ÐDÚ%Þ á`?

e�e�� Ü�ÐrÛ�ß�Ü¸Ú
M l \ end

ej°�� Ð|Ú%Þ-;%Ü¸Ý�à�Ð|Þ%ß�Ü(Ð
d6«c®n²r­B�fe�enÁr½�²t´t«c¢c«�§j­W¨Æ±b²r©h¬d³W«¤£X©»º­¼¾½v¿<À"Á�Âj½vÃ.Ä<Å"Æ¨ÇGÈ{¿

�}ôRè í¯æ(�|ðbí¯æ?ëaëaìÈè
�Dñdè�ïRöRè�öEíËæ]ñTî¦ôRðbï_òtåËæ]çTè�k ï æ?ëaëaì îjæ?ëbî�õRëZæ]ñTèjöÖóKçTêtí ñTôRè
M(r, s)íËæ¸ñdçTðT���rì�æ]ï�õ_åTõ æ?ëtñTçdæ?î�è�� æ]î¦ÿ®���}ôRèMåeé æ?îjèMî�êtí¯é_ëbè
�|ð�ñWì ê?óhñdô_è æ]ëbòtêtçeðañTôRíþðbå
O(nm)

�
�}ôRèÊñTðbí�è�î�êtí¯é_ëbè
�|ð�ñWì¯ðaå

O(nm)
óKêtç�ñdôRè�óKêtëbëaê�ý�ðaïRò�çTèjæ?åTêtï��[ª{gtè�çeì�éRæ?ðbç

(r, s)
ý�ðañTô

1 ≤ r ≤ |S1|
æ]ïRö

1 ≤ s ≤ |S2|
ðaå îjê?ïRåTðaöRèjçeèjöÂæ]ñ)í�êtåeñ)ñWý�ðaîjè4ðbï-�"�E���E�{�+�/�/�/���

�����K�/�~���Öæ]ïRö¬�����/���W�����E���~���¾÷hý�ðañTô æ]ï
O(1)

îjê?í¯éRëaè
�|ðañWì�óKêtç}îjæ?ëbî�õRëZæ]ñTðbïRò�ñdôRè
îjêtçeçTè�åTé@êtïRöRðaïRò;í¯æ]ñdçeðl�!è�ïhñTçTðaèjå�� � ðbí�ðbëbæ?çTë�ìt÷¸è0g?èjçeìËé æ?ðaç

(r, s)
ðbå�îjê?ïRåTðaöRèjçeèjö+æ]ñ í¯ê?åeñ

ñWý�ðbî�èÆðbï´�/�/�/���
�S���K�/�~���Y� � ðbïRî�è�ñdô_èjçTè;æ?çTè
O(nm)

íËæ]ïhì�é æ]ðbçTå
(r, s)

÷=ý¾è�òtè�ñ æ
ñdê?ñdæ?ë�î�êtí¯é_ëbè
�|ð�ñWì�ê?ó

O(nm)
�

L *�Ý@Ú&à#_uß*ÒXáuÝ@Ú

�Éè ôRæ�g?èÇéRçTè�åTèjïrñTèjö�æÍóuæ?å~ñ+ö_ìDï æ?í�ðbîÎé_çTêtòtçTæ?í�í¯ðaïRòÉæ]éRéRçTêtæ?î¦ô ðaï ñdðaí¯è
O(nm)æ?ïRö�åeé æ?î�è

O(nm)
óKêtç ö_è�ñdè�î�ñTðbïRò;î�êtí�í¯êtï�åTè0ihõRèjïRî�è��]å~ñdçeõRî�ñTõRçTè�é æ]ñeñdèjçeïRå¨�@è�ñWý èjè�ï

ñWý¾ê+âwã�ä�åÊòtðlgtè�ï��hì�ñdô_èjðbçwåTè0ihõRèjïRî�è�æ?ïRö åTè�îjêtï_ö æ?çeì åeñTçTõRîÀñdõRçeèjå0���}ôRèjåeè4é æ]ñeñdèjçeïRå

n�p



æ?çTè�öRèjçeð�g?èjöÎóKçTê?í1èj�_æ?î�ñ)í¯æ]ñTî¦ôRðbïRò?å æ?ïRö îXæ?ï��@èÆõRåeèjö óKêtçwëbêDîXæ?ë%æ?ëaðbòtï_í¯è�ïhñTåm� r`n�uâ	j�
�}ôRè�í¯êtå~ñ�éRçTêtí�ðbåeðbïRòÇæ]ö?g]æ?ïrñ¦æ?òtè�ðbå4î�ëbèjæ?çTë�ìÍñdêÈðbï�gtè�åeñTðbòræ]ñTè+ëZæ?çeòtè+â�ãwäÊå�ê?ó åeè0g��
èjçTæ?ë�ñTôRêtõRåTæ?ïRö�� æ?åeèjå�ðaï�çTèjæ?åTê?ï æ��Rëaè�ñdðaí¯è%�-��èjçeè?÷Rê?ïRèÊîjæ?ï�ñdôRðaïRÿ!ê?ó�öRèÀñdèjîÀñdðaïRò4ëbêDîXæ?ë
åTè0iDõ_èjïRî�è��]å~ñdçTõ_î�ñdõ_çTè;çeèjòtðaêtïRå}ê?ó%åTè
gtè�çdæ?ë%âwã�äÊå�åeô æ?çTðaïRò;ñdô_è�åTæ?í�èK�RðbêtëaêtòtðaîXæ?ë óKõRïRîj�
ñdðaêtï��

e�Ðv?¬ÐhÜ�Ð|Ú%à�Ð-Ò

É e8Ê�Ë¾«¤¬d³B£X­�½�ª�¹r­B£nµ�Á�õ*°h� ±b²r©h¬d³W«¤£X©hµM£j±#§j©r«cª�§j¢ ª)«¤¬d­B£n»�¼¾½ µÀÁ{Ì�p�lZs]QBUd¿#%(ô�e�2®lV¦�¦�i�78�­ô�9�¦¨Í�9t¿
°�¦�¦�%hÁ

É °�Ê » £X¢Ï±Y4�§X¬BÄ�£j±8�d©É§j©h� 6 �d¹D§XµW³W«�§j©È�É«c¢c¢KÁ�Î=£?¬�§j¢�µB� · ²h�d©h¬¦�T¶uµW³W­W²h¬d³W²r­B�!ª�£X³W«Ï±8µ�«c©È» ¼ ½ÊÁ
o?vXs?Qeg|pn`�vÔx¾�MSZvnSag�x¦vXQTz�pnlZSZYdk�png|V�y#vXz {|s?lKp�lZSZvXg_pX`_�MSZvX`cv�ÏX�»ÐuoX�wy=��Ñj¿?°�¦�¦�%hÁ$§X¬¦¬¦�d¥r³B�¦�
±8£X­�¥r²r¹r¢c«¤¬�§j³W«¤£X©=Á

É ô�Ê�Ë Á?4*§�±Z©D§t¿ 6 Á.'�²r³W°]²rÄ]­W«¤µB°r©D§j©=¿@§j©h��»wÁ_» §�¡]«KÁ Ð$£Xª)¥r²r³W«c©r®�µW«cª)«c¢�§j­W«c³u¨Ë¹R�d³uº&�¦�d©�­W©D§
µB³W­W«c©r®�µ�Á�Åu©��$QWv�Y¨Ò�Ónlb[�^D�Xz {"Ò&y#vXz��TSbg|pnlKvXQTSZY~pX`|��pnl8luUTQTgÕÔËpnlKYT[¸Sbg¾Ïn¿t¥D§j®��¦µ/Í�e§it¿|e ¥�¥ 9tÁ

É %VÊ�Ë¾«c©h�¦�d³�4�§�±Z©D§�§j©h� 6 °D§X£�Ö «¤��×|°D§j©r®hÁ(dD§XµB³W­§�0dD§XµB³��h§j³~§j¹D§XµB�$µB��§j­B¬B°Ê³B£?£X¢�±8£X­=©h£X©t¶u¬¦£]�t«c©r®
­W©D§tÁ�¥D§j®��¦µØ9�°¨Í�i�enÁhÅÙk�k�kÉÐ$£Xª)¥r²r³B�d­ 6 £]¬d«¤�d³�¨�¿�°�¦�¦�%hÁ

É 9�Ê ½ÊÁf4�§j³B�dª�§j©=¿ÚkMÁ�4$«c­W©h�d¨�¿ÚÎ�ÁÆÐ$�d­W­W²r³W«K¿Æ»wÁ°Û¾²r­W¹r«c©=¿�Î�ÁÚk#³uº�«c¢c¢¤�d­�¿ 6 Á�»wÁ5k��r�t¨�¿
6 Á�Ü¾­W«ÞÝ�³W°hµÔ¶`ß�£X©h�¦µÀ¿¾à)Á�Î�Á!á¾£�º$�n¿�' Á¾'Ë§j­BµW°D§j¢c¢K¿?§j©h�°k�Á¾Î�Á 6 £X©r©r°D§jª)ª��d­�Á®õ*°h�Øâ�±K§jª
¥r­B£X³B�d«c©!±8§jª)«c¢c«¤�¦µM�h§j³~§j¹D§Xµ~�nÁ�Ì�srYd`¤UTS8Y��MYdS8Vjk(ãMUekd¿-ô�¦�2¬e
78�­°�lVi¨Í ¤ ¦t¿?°�¦�¦�°tÁ

É i�ÊSß¸�d©r©r«Ï±Z�d­+Ð$£X²#ä¦«c©=Á 4&­B��§jÄ?³W°r­B£X²r®n°E£j±�³W°h� ¨���§j­�Á 6 ª�§j¢c¢)»�¼¾½¾µ!ª�§jÄ�� ¹r«c®ÍµB¥r¢�§XµW°=Á
^RYdS8Udg|Y~Ud¿-° ¥�¤ 2~9�i�¦�°�78�­°�° ¥ i¨Í�l?¿|°�¦�¦�°tÁ

É l¨ÊSÛ}§�¡]«¤�°k#¥r¥hµW³B�d«c©=Á 6 ²r¹r®n­~§j¥r°;«¤µB£Xª�£X­W¥r°r«¤µBª «c©�¥r¢�§j©D§j­$®n­~§j¥r°hµ*§j©h��­B�d¢�§j³B�¦��¥r­B£X¹r¢¤�dª�µÀÁ
o�Ò$�*QÔpT{D[�� ` Ï�vnQeSZlb[¸zÊkjåÖ�&{�{_` S8YBpnlZS8vXgrkd¿-ô�2âô�78�CeWÍ�°�l?¿�e ¥�¥�¥ Á

É ¤ ÊSâ6Á�Ü��d©h�t­B£X©=¿�Û Á�Ü}§j²r³W°h�d­B�d³�¿&§j©h��d$Á�'�§�ÖW£X­�Á 6 ³W­W²h¬d³W²r­~§j¢ ­W«c¹_£X©]²h¬d¢¤�d«¤¬�§X¬d«¤� ª�£X³W«Ï±8µ
«¤�r�d©]³W«ÏÃD¬�§j³W«¤£X©�§j©h��¬d¢�§XµBµW«ÏÃD¬�§j³W«¤£X©=Á}Å�©:æ}SÞÏj[4�MUTQbxdvXQTz�pXg|Y~U�y#vXz {|stlZSag¾Ï�^|��kdluUTzÊk pXg_V
�${�{|`ùSZY~pnlZSZvngrkTÁ#à�¢c²]º&�d­ ½�¬�§X�r�dª)«¤¬jâ#­B�¦µBµ�¿®e ¥�¥�¤ Á

É ¥ ÊQÜ�­~§jª)ª!¿#Ü�²h£r¿?§j©h�;¼ «¤�¦�r�d­Wª��d«¤�d­�Á�â�§j³W³B�d­W©!ª�§j³B¬B°r«c©r® ±8£X­�§j­B¬T¶�§j©r©h£X³~§j³B�¦�4µB� · ²h�d©h¬¦�¦µÀÁ
P�^�ç�ç*y�^ Õ+P=vXs?g|V�p�lZSZvXghk�vÔx ^_vÔxdlZÓ%pXQBUèç_UWYT[¸g|vn`Ïv�Ïn�,pXg|Véç@[tUWvXQBUdlZS8YBpX` y#vXz {|stluUTQ
^RYdS8Udg|Y~Ud¿-°�°t¿�°�¦�¦�°tÁ

É e§¦�Ê|ÅTÁ¨Î%Á¨á¾£j±8§X¬~Ä��d­�¿ 6 Á�á�Á04*�d­W©r°D§j­W³�¿X§j©h�µâ6Á0d*Á 6 ³~§X�t¢¤�d­�Át½ ¢c«c®n©rª��d©¸³#£j±D»�¼¾½ ¹D§XµB��¥D§j«c­W«c©r®
¥r­B£X¹D§j¹r«c¢c«c³�¨4ª�§j³W­W«¤¬¦�¦µ�Á&�MSZvnSag�x¦vXQTz�pnlZSZYdkT¿�°�¦�¦�%hÁ

É e�e8Ê|ÅTÁ�Î�Á¾á £j±K§X¬BÄ��d­�¿%4�Á!â#­W«cº�«c³�ä��d­�¿t§j©h��â6Á%d*Á 6 ³~§X�t¢¤�d­�Á â#­B�¦�t«¤¬d³W«¤£X©Æ£j± ¢¤£?¬�§j¢c¢c¨�µW³~§j¹r¢¤��» ¼ ½
µ~�¦¬¦£X©h�h§j­W¨ËµW³W­W²h¬d³W²r­B�¦µ�±Z£X­}®��d©h£Xª��T¶Kº�«¤�r��µW²r­W¡��d¨tµ�Á���S8vXSbg�xdvnQez�pnlZS8YTkT¿|°�¦�2â°�78�Ce ¤ i¨Í�e ¥ ¦t¿
°�¦�¦�%hÁ

É ej°�Ê|Å�¡�£�Î�Á°á £j±K§X¬BÄ��d­�¿���§j¢c³B�d­ dh£X©¸³~§j©D§t¿Úâ��d³B�d­�d*Á 6 ³~§X�t¢¤�d­�¿ 6 �d¹D§XµW³W«�§j© 4$£X©r°h£?�8ê �d­�¿
'�§j©t±Z­B�¦��õ�§X¬BÄ��d­�¿¾§j©h�Xâ6�d³B�d­ 6 ¬B°]²hµW³B�d­�Á dD§XµW³!±Z£X¢¤�t«c©r®È§j©h�Ö¬¦£Xª)¥D§j­W«¤µ~£X© £j± » ¼ ½
µ~�¦¬¦£X©h�h§j­W¨ÆµW³W­W²h¬d³W²r­B�¦µÀÁ/ÔËvXg|p�lbk~[tUbxdluUÆy�[tUTz SKUd¿|ej°�9��Ce§i�l§Í�e ¤�¤ ¿�e ¥�¥ %hÁ

n��



É ejô�ÊE'�§j³W³W°r«�§Xµ»á(ë?¬B°hµBª�§j©r©=¿Yõ*°h£Xª�§Xµ�õ�ëX¢c¢¤�d­�¿�» £X¹_�d­W³&Ü¾«¤�d®��d­W«¤¬B°=¿�§j©h� 6 ³B�T±K§j©ìà�²r­W³�ä�Á
Î@£]¬�§j¢�µW«cª)«c¢�§j­W«c³�¨�«c©+­W©D§;µB�¦¬¦£X©h�h§j­W¨�µW³W­W²h¬d³W²r­B�¦µ�Á)Å�© �$QWv�Y~UBUWVnSag¾ÏXk;vÔx!y#vXz {|stlKpnlZS8vXg|pX`
^|��kdluUTzÊkM�MS8vXSagÀxdvXQTz�pnlZS8YTk5Ðey�^t� � �¸�X� Ñj¿I°�¦�¦�ôtÁ

É ex%VÊ�õ6§X£¹ßn«�§j©r®h¿�Ü¾²h£j¶`á ²r«�Î «c©=¿�4$«c©:'Ë§t¿=§j©h�:à�§j«íä¦°h£X©r®»×|°D§j©r®hÁoõ*°h� ¢¤£X©r®��¦µW³�¬¦£Xª)ª�£X©
µB²r¹hµB� · ²h�d©h¬¦��¥r­B£X¹r¢¤�dª ±Z£X­ §j­B¬T¶�§j©r©h£X³~§j³B�¦� µB� · ²h�d©h¬¦�¦µ�Á¯Å�©Î�*QÔv�YeUBUWVXSbg¾Ïjk¯vÔxÆlb[tU¹î�îXlb[
� gDghstpn`R^D�Xz�{rvjkeSbs]z vngÎy#vXz��TSbg|pnlKvnQeS8pX`|��pnl8luUdQeg�ÔËpnlKYd[¸Sag�ÏïÐTy=��Ô�� ���¸� Ñj¿I°�¦�¦�¦tÁ

É e§9�Ê�õ6§X£�ßn«�§j©r®h¿"Ü¾²h£X°]²r«�Î «c©=¿?4$«c©ï'Ë§t¿_§j©h�ïà�§j«íä¦°h£X©r®¹×|°D§j©r®hÁ�½ ®��d©h�d­~§j¢��¦�t«c³ �t«¤µB³~§j©h¬¦�
¹R�d³uº$�¦�d©Æ» ¼ ½ÍµW³W­W²h¬d³W²r­B�¦µÀÁ�o]vXs?QTg|pX` vÔx y#vnz�{_s?lKpnlZS8vXg|pn`?��S8vX`cv�ÏX�n¿ ¥ 2â°�78�­ô�l�eWÍ ¤�¤ ¿�°�¦�¦�°tÁ

É e§i�Ê|»�²r©h��4¾Á"Î=¨]©r®�µB£4§j©h��Ð&°r­W«¤µW³W«�§j© ¼�Á 6 Á"â6�¦�r�d­BµB�d©=Áhâ�µB�d²h�r£XÄ?©h£X³Bµ}«c©�­W©D§;µB�¦¬¦£X©h�h§j­W¨
µB³W­W²h¬d³W²r­B�¦µ�Á Å�© �$QÔvÀY¨Ò�vWx lb[tUÖP@vXs]Qdlb[H� ghghsrpX`4qegDluUTQTg|pnlZS8vXg|pX` y#vng�x¦UdQWUTg_Y~Uek vng
y#vnz�{_s?lZstlKpnlZS8vXg|pX`{ÔËvX`¤UWYds?`cpXQÊ�MSZvX`cv�ÏX�­ÐGãM��y�ð�Ô4� ��� ÑjÁ ½�Ð�'éâ#­B�¦µBµ�¿�°�¦�¦�¦tÁ�4*»�ÅWÐ 6
» �d¥_£X­W³ 6 �d­W«¤�¦µ�» 6 ¶£¦�¦�¶ enÁ

É e¨l¨Ê�4�Á<'Ë£X­W®��d©hµW³B�d­W©=¿�à)Á®dr­B�¦¬~°=¿�½ÊÁ<Û¾­B�¦µBµ�¿@§j©h��õ}Á �+�d­W©h�d­�Á¹Û�Å�½ØÎ=Å�Ü�¼µ�_Ãh©h�t«c©r®�¢¤£?¬�§j¢
µB«cª)«c¢�§j­W«c³W«¤�¦µ�¹¸¨;ªw²r¢c³W«c¥r¢¤��µB� · ²h�d©h¬¦��§j¢c«c®n©rª��d©¸³�Á$�MS8vXSagÀxdvXQTz�pnlZS8YTkT¿|ex%-2âô�78�­° ¥ ¦¨Í!%h¿�e ¥�¥�¤ Á

É e ¤ ÊEßDÁD»wÁ#ñ ¢c¢cª�§j©r©=Á�½ ©Ë§j¢c®�£X­W«c³W°rª�±Z£X­�µB²r¹r®n­~§j¥r°�«¤µB£Xª�£X­W¥r°r«¤µWª!Á}o?vXs?Qeg|pn`6vÔxÊlb[tU}� y�Ô¯¿
°�ô�2¬e
78�­ô�eWÍ!%(°t¿Eß¸§j©¸²D§j­W¨�e ¥ lVitÁ

É e ¥ ÊEß�²r­W«¤µ&Ë¾«cÄ?µW©D§ §j©h�òÛ�§�¡]«¤�óÜ¾«c¢c¹_�d­W³�Áôâ6§j³W³B�d­W© ª�§j³B¬B°r«c©r®E§j©h�E¥D§j³W³B�d­W© �t«¤µ~¬¦£�¡��d­W¨
§j¢c®�£X­W«c³W°rª�µ ±Z£X­Í¥r­B£X³B�d«c© ³B£X¥R£X¢¤£X®n«¤�¦µ�Á Å�© ÌÊÁïÜ}§XµB¬d²h�d¢�§j©h� 4�ÁÚ' Á[kMÁ¹'Ë£X­B�d³�¿
�¦�t«c³B£X­BµÀ¿��$QÔvÀY~UBUWVXSbg¾Ïjk vÔxÉlb[rUÈP%SaQekTl!qegDluUdQeg|p�lZSZvXg_pX`­õ vXQWö�k~[tve{ vXg � `sÏ�vXQTSZlb[¸zÊkÂSbg
�MS8vXSagÀxdvXQTz�pnlZS8YTkhÐ�õ ���$q�� ��� îWÑX¿r©¸²rª�¹_�d­¨°�ex% ¥ «c©÷Î=¼}Ð 6 ¿r¥D§j®��¦µ ¥�¤ Í�e�e�en¿-°�¦�¦�enÁ

É °�¦�ÊEß]§XµB£X©�õ@µB£X©r®X¶`Î «���§j©r®h¿Y4$­W²h¬¦� ½ÊÁ 6 °D§j¥r«c­B£r¿©Û¾�d©r©r«¤µ 6 °D§XµB°D§t¿Øà�§j«íä¦°h£X©r®Q×|°D§j©r®h¿
§j©h�¸à�§j³W°r¢¤�¦�d©­' Á6Ð&²r­W­B�d¨�Á�½�© §j¢c®�£X­W«c³W°rª ±8£X­}Ãh©h�t«c©r®Ë³W°h��¢�§j­W®��¦µW³)§j¥r¥r­B£¦´t«cª�§j³B�d¢c¨
¬¦£Xª)ª�£X©ÂµW²r¹hµW³W­W²h¬d³W²r­B�¦µ�£j±�³uº$£�³W­B�¦�¦µ�ÁÇqW�����øçrQWpXgrk¦p�Y¦lZS8vXgrk!vXg ��pnl8luUdQegÇ� g|pX`ù�jkeSak
png|VªÔ�p�YT[¸Sbg_U¾qegDluUT`b` SíÏ¸UTg|YeUd¿�°�¦�2 ¤ 78� ¤�¤�¥ Í ¤�¥ 9t¿�e ¥�¥�¤ Á

n�n



]¯à�é#Ú�Ý ¢ _LÐ|Þ�ê JxÐDÚ�Û

�Éè�ñTô æ?ïRÿÈñdôRè�æ?ïRêtïrìDí¯ê?õRå4çTè
g|ðaè�ý èjçeå!óKê?çÆñdôRè�ðbç;î�êtí�í¯è�ïhñTå��F�}ôRè�ì ô_èjëbé@èjö õ_å;ñdê
ðbí�éRçTê�g?è ñdôRèfihõ æ?ëaðañWì�ê]ó&ñTôRè�é æ?é@èjç��

] I á,Ò�Û�áuÚ*êÈÝ<?KÛ�ß�P�T82�Ü�Ý#à�ÐDÞ%ß%Ü�Ð-Ò

×�í � ï�ñ?ß�àMÈ º<¹�ã
²·¶�ñ�º<²
ÝÁÊ"¹(º»�/�/�/���
�����K�/�~���

e�� ;&Ü�Ý#à�ÐDÞ%ß%Ü�Ð �/�/�/���+�ª�<����« �
r, s, i, j, i′, j ′, reach, RDist

	
°�� á®?

reach
Û�ù*ÐDÚ

ô��
M(i′, j ′) := M(r, s); M(r, s) := 0%v�
M r \ end(RDist) := M loop

� (r, s)9��
M rb(i′, j ′) := M r \ end(RDist)i�� ÐK_,Ò�Ð

l��
M r \ end(RDist) := M r \ end(RDist− 1)¤ � ÐDÚ%Þ á`?

¥ � Ð|Ú%Þ-;%Ü¸Ý�à�Ð|Þ%ß�Ü(Ð

e�� ;&Ü�Ý#à�ÐDÞ%ß%Ü�Ð � ���M�{�+�/�/�/���+�$�.�����~��� �I� k, l, i′, j ′ 	°��
right ¡ ends := (k = i′ ∧ l = j ′)ô�� á®?
right ¡ ends ∧ ¯ �����.�8�h�.����« (i′, j ′)

Û�ù�ÐDÚ
%v�

M loop
� (k, l) := 1; M rb(k, l) := 1; M(k, l) = 1;9��

M r \ end(0) := 1; reach := truei�� ÐK_,Ò�Ð�á®?
right ¡ ends Û�ù*ÐDÚ

l��
M loop
� (k, l) := 0; M rb(k, l) := 0; M(k, l) = 0;¤ �

M r \ end(0) := 0; reach := false¥ � ÐK_,Ò�Ð
e§¦��

M loop
� (k, l) := 0; M(k, l) = 0; reach := falsee�e�� ÐDÚ%Þ á`?

ej°�� Ü�ÐrÛ�ß�Ü¸Ú
(reach)ejô�� Ð|Ú%Þ-;%Ü¸Ý�à�Ð|Þ%ß�Ü(Ð

e�� ;&Ü�Ý#à�ÐDÞ%ß%Ü�Ð �j���E���+�ª� �h���~���§�/�/���.�+�/�<� �
r, s, i, j, LDist

	
°��

Loop ¡ Len ¡ Dist := 0ô�� á®?
r = i

Û�ù�ÐDÚ
%v� ¢ ù%á£_LÐ

s > j
Þ�Ý

9��
s =

ëbè�ó8ñ
R2(s)i��

Loop ¡ Len ¡ Dist := Loop ¡ Len ¡ Dist + 1l�� ÐDÚ%Þ ¢ ù%á£_LÐ
¤ � Ü�ÐrÛ�ß�Ü]Ú

(LDist− 1, Loop ¡ Len ¡ Dist)¥ � ÐK_,Ò�Ð
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e§¦�� ¢ ù%á£_LÐ
r > i

Þ%Ý
e�e��

r =
ëaè�ó8ñ

R1(r)ej°��
Loop ¡ Len ¡ Dist := Loop ¡ Len ¡ Dist + 1ejô�� ÐDÚ%Þ ¢ ù%á£_LÐ

ex%v� Ü�ÐrÛ�ß�Ü]Ú
(LDist+ Loop ¡ Len ¡ Dist− 1,−Loop ¡ Len ¡ Dist)e§9�� ÐDÚ%Þ á`?

e§i�� Ð|Ú%Þ-;%Ü¸Ý�à�Ð|Þ%ß�Ü(Ð
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×�í � ï�ñ?ß�àMÈ º<¹�ã
²·¶�ñ�º<²
ÝÁÊ"¹(º»�/�/�/���+�$�.����«��~���

e�� ;&Ü�Ý#à�ÐDÞ%ß%Ü�Ð ¶ �~�K���§� ¯�¯ �
i, i′, j, j ′,M l \ end, LDist, i ¡ i′ ¡ len, lens ¡ dist 	°�� á®?

lens ¡ dist ≥ 0
Û�ù�ÐDÚ

ô��
RDist = i ¡ i′ ¡ len− LDist .

�¾êtïRö
iØ i′

ô æ?å
åeíËæ?ëaëbè�ç¾ëbêDêté

%v� ÐK_,Ò�Ð
9��

RDist = i ¡ i′ ¡ len + lens ¡ dist− LDist .
� êtïRö

j Ø j ′
ô æ?å

åeíËæ?ëaëbè�ç¾ëbêDêté
i�� ÐDÚ%Þ á`?
l��

M bb(i, j) := max




M bb(i, j)

M l \ end +M r \ end(RDist)





¤ �
M(i, j) = M bb(i, j)¥ �
M(i′, j ′) = 0e§¦�� Ð|Ú%Þ-;%Ü¸Ý�à�Ð|Þ%ß�Ü(Ð

O fj^5Ó"J²;�_,Ð-Ò
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